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Resume 

Ces notes sont celles d'un cours donne a Luminy en 2011, dans le cadre d'une 
ecole d'ete organisee a I'occasion de la reedition de SGA 3. L'objectif est de presenter 
quelques theoremes d'existence du quotient d'un schema par une action de groupe, 
ou plus generalement par une relation d'equivalence. Nous donnons dans un premier 
temps les bagages necessaires de theorie des faisceaux et de theorie de la descente. 
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Introduction 



Si R est une relation d'equivalence sur un espace topologique X, on peut munir I'en- 
semble quotient X/R d'une topologie naturelle, la « topologie quotient ». L'espace topo- 
logique quotient ainsi obtenu satisfait a la propriete universelle que Ton attend de lui, et 
I'on peut dire que la construction de quotients dans la categoric des espaces topologiques 
est une trivialite. En geometric algebrique, c'est une question beaucoup plus delicate. Un 
point de vue nai'f consiste a construire d'abord un espace topologique quotient, puis a 
essayer d'en faire une variete algebrique. Mais ceci ne marche pas souvent. Les geometres 
ont compris depuis longtemps qu'ils ne pouvaient pas separer les orbites a leur guise, faute 
de disposer de sufHsament de fonctions algebriques. 

On peut bien sur adopter a priori une definition categorique. Si par exemple un schema 
en groupes G agit sur un schema X, on appelle quotient categorique de X par G tout 
schema Q muni d'un morphisme G-invariant tt : X Q qui soit initial parmi les mor- 
phismes de schemas ayant cette propriete. Cette definition, si elle garantit I'unicite du 
quotient, ne resout pas la question de son existence. On peut voir la categoric des sche- 
mas de deux manieres difFerentes, et chacune d'entre elles nous fournit un candidat pour 
jouer le role du schema quotient. D'un cote, c'est une sous-categorie de la categoric des es- 
paces anneles. De I'autre cote, on peut la voir comme sous-categorie pleine de la categoric 
des faisceaux d'ensembles. 



Dans chacune de ces deux sur-categories, toutes les relations d'equivalence admettent des 
quotients. Nous disposons done deja d'un espace annele quotient, disons Qea, et d'un 
faisceau quotient, disons Qp. Si I'un de ces objets est un schema, c'est alors automati- 
quement un quotient dans la categoric des schemas. Dans les bons cas, les deux objets 
sont des schemas (necessairement isomorphes), ce qui revient alors a dire qu'il existe un 
quotient categorique, et que ce quotient a deux bonnes proprietes : il represente le faisceau 
quotient, et son espace annele sous-jacent coincide avec l'espace annele quotient. Mais il 
peut arriver que ni Qea ni Qp ne soient des schemas. On se retrouve alors avec deux 
objets quotients, auxquels peut event uellement s'ajouter un quotient categorique. Lequel 
privilegier? En fait, lorsque Qea n'est pas un schema, il n'est pas d'une grande utilite en 
geometric algebrique. Le quotient categorique, quant a lui, peut etre tres eloigne de I'idee 
intuitive du quotient que I'on aurait envie de trouver. Par ailleurs, meme si Qea est un 
schema, on ne salt en general pas decrire son foncteur des points, et nous aurons tendance 
a preferer malgre tout0 le faisceau quotient Qp qui, a defaut d'etre un schema, garde 
de bonnes chances d'etre un espace algebrique, ce qui rend presque les memes services 
en pratique. Dans ce cours, la question principale sera done : le faisceau quotient est-il 
representable par un schema^? Subsidiairement, le schema quotient et le morphisme de 
passage au quotient ont-ils de bonnes proprietes ?H 

1. c'est du moins le parti pris dans ces notes 

2. ou par un espace algebrique 

3. Nous n'aborderons pas ici la theorie geometrique des invariants de Mumford, qui s'attelle justement 
a la construction de « bons » quotients, satisfaisant a quelques exigences supplementaires de nature 
geometrique. C'est bien sur regrettable, mais cela aurait necessite un cours a part entiere. Le sujet etait 
d'ailleurs aborde dans d'autres cours lors de I'ecole d'ete. 



(Esp. Ann.) 




(Faisceaux) 



2 



Les faisceaux dont nous parlerons ici ne sont pas des faisceaux pour la topologie de 
Zariski, mais plutot des faisceaux pour une « topologie de Grothendieck » , en general 
fppf on etale. Comme c'est un des points-cles de la construction de quotients que nous 
allons presenter dans ces notes, nous commencerons par la. Le premier chapitre est done 
consacre a quelques rudiments de theorie des faisceaux dans le cadre des topologies de 
Grothendieck. De meme, la theorie de la descente sera fort utile, et nous lui consacrons 
le deuxieme chapitre. Si les textes d'initiation aux topologies de Grothendieck et a la 
descente ont pu faire defaut par le passe, ce n'est plus le cas aujourd'hui : citons par 
exemple I'expose de Vistoli dans [5] et le livre en preparation [S] . Nous avons done essaye 
de ne pas nous etendre trop longuement sur ces sujets. 

Parmi les partis pris de ce cours, outre bien siir le choix un peu arbitraire des themes 
abordes (notamment a la fin du chapitre 3), signalons le choix de se limiter, sauf en 13. 101 
a des actions libres. II se trouve que lorsqu'un groupe agit avec inertie sur un schema, 
le faisceau quotient n'est en general pas representable. Les enonces traitant ce genre de 
situation foisonnent pourtant dans m SGA 3, V. lis assurent generalement, sous diverses 
hypotheses, que I'espace annele quotient est un schema, donnent un certain nombre de 
proprietes du schema quotient ainsi obtenu, et montrent enfin que ce dernier represente 
le faisceau quotient lorsque Taction est libre. Nous avons consenti a la perte de generalite 
occasionnee par I'option retenue ici pour les deux raisons suivantes : 

- se limiter aux actions libres simplifie un peu les enonces et les preuves des theoremes ; 

- pour une action non libre, on considere aujourd'hui que « le bon » objet quotient 
est plutot un champ algebrique (le champ quotient), et eventuellement son espace 
de modules grossier lorsqu'il veut bien exister. 

Les sujets presentes dans ce cours sont tout a fait classiques en geometric algebrique et 
I'auteur de ces lignes ne pretend a aucune originalite, sauf peut-etre dans la presentation. 
Quelques ouvrages ont particulierement influence I'ecriture de ce texte : bien entendu, 
le seminaire SGA 3 [1, de Grothendieck, mais aussi [6] et [9]. Ces notes sont celles d'un 
cours donne a Luminy en septembre 2011 dans le cadre d'une ecole d'ete organisee a 
I'occasion de la reedition de SGA 3. Je remercie vivement les organisateurs P. Gille et P. 
Polo de m'avoir invite a donne ce cours. Je remercie aussi chaleureusement M. Raynaud 
pour son aide precieuse durant sa preparation. Merci enfin a B. Conrad pour la preuve 
de 13.8.21 a T.-Y. Lee pour la preuve detaillee dans rexercice 13.9.31 et a J. Oesterle pour 
des comnientaires eclairants. 

Organisation du document. Comme indique plus haut, les deux premiers chapitres 
sont consacres aux topologies de Grothendieck et a la theorie de la descente. Nous n'abor- 
dons les quotients que dans le troisieme. Les sections 13.11 a 13.41 definissent les objets 
elementaires dont il sera question et etudient leurs premieres proprietes. Nous donnons 
en l3.5l les principaux resultats de representabilite du faisceau quotient que Ton pent trou- 
ver dans I'expose V de SGA 3 avec des preuves presque completes. C'est la le coeur 
technique de ce cours. La section 1221 presente I'important theoreme d'Artin de representa- 
bilite par un espace algebrique, sans preuve. Nous nous specialisons ensuite en 13.71 au cas 
du quotient d'un groupe par un sous-groupe, lorsque la base est le spectre d'un corps. Des 
arguments de translation permettent alors d'obtenir un theoreme d'existence du quotient 
(comme schema) sous des hypotheses de finitude minimalistes. Apres ces generalites sur 
les quotients, les sections 13.81 et [5^ donnent deux exemples de situations specifiques dans 
lesquelles on pent dire plus de choses. Nous effleurons enfin dans la derniere section [5TTU1 
le cas des actions non libres, en donnant d'une part un theoreme d'algebricite du champ 
quotient, et d'autre part le theoreme de Keel et Mori assurant I'existence d'un espace de 
modules grossier (ici aussi, sans preuves). 
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1 Topologies de Grothendieck 



1.1 Rappels sur les morphismes lisses, nets ou etales 

Cette section rassemble quelques resultats sur les morphismes lisses, nets ou etales, sans 
aucune demonstration. Nous renvoyons pour celles-ci a EGA 10 ou « Neron Models » [B], 
ou encore au livre [T7] de Milne. 

Definition 1.1.1 Soit f : X — S un morphisme de schemas. 

(i) On dit que f est formellement lisse (resp. formellement etale, resp. formellement 
net) si pour tout S -schema ajfine T et tout sous-schema ferme T' de T defini par 
un ideal de carre nul, Vapplication 

Homs(r,X) ^ Homs(r',X) 

est surjective (resp. bijective, resp. injective). 

(ii) On dit que f est lisse (resp. etale, resp. net) s'il est formellement lisse (resp. 
formellement etale, resp. formellement net) et localement de presentation finie. 

Exercice 1.1.2 

1) Montrer que est lisse sur S. 

2) Montrer que Spec k[x , y] / (xy) n'est pas formellement lisse sur k (fc un corps). 

3) Montrer qu'une extension de corps k' /k est finie separable si et seulement si le mor- 
phisme correspondant Spec k' — ^ Spec k est etale. 

Nous listons ci-dessous quelques proprietes de ces morphismes. 

Proposition 1.1.3 ([lOj EGA IV 17.1 et 17.3) 

(i) Une immersion ouverte est etale. Un monomorphisme est formellement net. 

(ii) La classe des morphismes lisses (resp. nets, resp. etales) est stable par composition, 
par changement de base et par produit. 

(Hi) Eire lisse (resp. net, resp. etale) est une propriete locale au but comme d la source 
pour la topologie de Zariski. Autrement dit, si f : X — 5~ Y est un morphisme de 
schemas, {Ui} un recouvrement ouvert de Y et {Vij} un recouvrement ouvert de 
f~^{Ui), alors f a cette propriete si et seulement si pour tous i,j le morphisme 
induit Vij Ui I'a. 

(iv) Soit X S un morphisme net (resp. net, resp. localement de presentation fi- 
nie). Pour qu'un morphisme Y — s- X soit lisse (resp. etale, resp. net) il suffit que 
le compose Y — S le soit. 

Proposition 1.1.4 (jlOj EGA IV 17.4.2) Soit f : X Y un morphisme localement 
de presentation finie de schemas. Les proprietes suivantes sont equivalentes : 

(i) f est net; 

(ii) les fibres de f sont nettes ; 

(Hi) le faisceau des differentielles relatives ^x/y ^^t nul; 

(iv) I'immersion diagonale A : X — X Xy X est ouverte; 

(v) toute section de f est une immersion ouverte, et ceci reste vrai apres tout chan- 
gement de base Y' Y . 

En particulier, pour savoir si un morphisme est net, il suffit de regarder ses fibres. On 
est done ramene a etudier la situation sur un corps. La proposition suivante caracterise 
les schemas nets sur un corps. 
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Proposition 1.1.5 Soit X un schema sur un corps k. Les proprietes suivantes sont equi- 
valentes : 

(i) X est etale sur k ; 

(ii) X est net sur k ; 

(in) X est une somme disjointe de spectres d ' extensions finies separables de k. 

Maintcnant que nous comprenons mieux les morphismes nets, passons aux morphismes 
lisses. On dit qu'un morphisme X — S est lisse en x € X si x admet un voisinage ouvert 
U C X qui est lisse sur S (idem pour etale ou net). 

Proposition 1.1.6 (critere jacobien, [6j § 2.2, prop. 7) Soient A un anneau et B 
une A-algebre de la forme (/i^'"'/ )" • ^''^ note S = Spec A et X = SpecS. Soit x un 
point de X . Les conditions suivantes sont equivalentes. 

(i) X est lisse sur S en x, de dimension relative n — r. 

(ii) Evaluee en x, la matrice jacobienne J{x) = §x^^^ rang r. 

En particulier, lorsque n ~ r, le morphisme X — S est etale si et seulement si le 
determinant jacobien est inversible dans B. 

Exercice 1.1.7 

1) Soient S = Spec^ un schema affine non vide, n G N* un entier, a un element de A et 
X = Spec A[r]/(r" — a). Montrer que X est lisse sur S (resp. etale sur S) si et seulement 
si n est inversible dans A. En particulier on voit que le groupe /i„ est etale sur S (ou, ce 
qui revient au meme, lisse) si et seulement si n est inversible dans S. 

2) Soit S un Fp-schema afRne d'anneau A. On pose B — A[T]/ [T'p — T — a) pour un a G A. 
Montrer que Spec B est etale sur S. 

Proposition 1.1.8 ([6j §2.2, Proposition 11) Soit f : X S un morphisme lisse. 
Alors tout point x X admet un voisinage ouvert U <Z X tel que /|^, se factorise en : 

ou g est etale et p est la projection canonique. 

Proposition 1.1.9 ([lOj EGA IV 17.5.1) Soit f : X ^ Y un morphisme de sche- 
mas. Pour que f soit lisse, il faut et il suffit qu'il soit localement de presentation finie, 
plat et a fibres lisses. 

En particulier, on voit qu'un morphisme est etale si et seulement s'il est net et plat. 
(II est evident sur la definition que « etale » equivaut a net et lisse.) 

La propriete suivante dit que, en un point ou I'extension residuelle ne I'interdit pas, un 
morphisme lisse admet, localement au but pour la topologie etale, toujours une section. 
Comme il y a beaucoup de points comme ga (il y en a un ensemble dense dans toutes les 
fibres non vides par 11.1. lip on voit qu'un morphisme lisse admet des sections passant a 
peu pres partout (apres changement de base etale). 

Proposition 1.1.10 ([6] §2.2, Proposition 14) Soit f : X S un morphisme lisse 
de schemas, s un point de S , et x £ X un point au-dessus de s tel que k{x) soit une exten- 
sion finie separable de k(s). Alors il existe un morphisme etale S' — ^ S, un point s' de S" 
au-dessus de s de corps residuel k{s') — k{x) et un S -morphisme S" X qui envoie s' 
sur X. (Autrement dit, apres le changement de base etale S' — S, le morphisme f admet 
une section passant par x.) 
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Proposition 1.1.11 ([6] §2.2, Corollaire 13) Si X est un schema lisse sur un corps k, 
I'ensemble des points fermes x de X tels que k{x) soit une extension (finie) separable de k 
est dense dans X. 

Corollaire 1.1.12 ([lOj EGA IV 17.16.3) Soit X S un morphisme lisse et sur- 
jectif de schemas. Alors il existe un morphisme S' — ^ S etale et surjectif, et un S- 
morphisme S' — ^ X. Autrement dit, localement pour la topologie etale, un morphisme 
lisse et surjectif admet des sections. 

1.2 Topologies de Grothendieck 

Avant de definir de fagon formelle les topologies de Grothendieck, rappelons ce qu'est 
un faisceau sur un espace topologique. Si X est un espace topologique, il est possible de 
definir la notion de faisceau sur X en oubliant completement Tensemble sous-jacent a X 
pour ne retenir que les ouverts de X et les relations entre eux. On procede de la maniere 
suivante. On note Ad la categorie dont les objets sont les ouverts de A et dont les fleches 
sont les inclusions V'^-^ U entre ouverts. Un prefaisceau sur A est alors un foncteur 
contravariant 

T : Aei° ^ (Ens) . 

C'est un faisceau si, de plus, pour tout recouvrement ouvert {Vi U}i^i , le diagramme 

Hu) — ^Y[Tiv,)=^ n ^(y^^Vj) 

est exact, i.e. la premiere fleche est injective, et son image est I'ensemble des families 
s = (si)ie/ telles que pi{s) = P2{s). Si Ton souhaite reellement oublier I'ensemble sous- 
jacent a A et ne retenir que les relations entre les ouverts, on preferera eviter le recours 
a I'intersection ensembliste Vi nVj. II sufHt pour cela de remarquer que dans la categorie 
Aci, I'intersection ViUVj n'est autre que le produit fibre Vi XuVj de Vi et Vj au-dessus 
de U. Get exemple va nous servir de guide pour les definitions qui suivent. 

Definition 1.2.1 SoitC une categorie. Une (pre)topologie surC est la donnee, pour tout 
objet U de C, d'une collection d'ensembles de fleches {Vi — ^ U}iizj ayant toutes le mime 
but U (un tel ensemble de fleches sera appele un « recouvrement » de U ou encore une 
« famille couvrante » ), ces donnees verifiant les conditions suivantes : 

(i) siV U est un isomorphisme, alors {V [/} est un recouvrement; 
(a) si {Ui — 5~ U}i est un recouvrement et V — U une fleche, alors les produits 
fibres Ui XjjV existent dans C, et la collection {Ui XuV —a- V}i est un recouvrement 
de V ; 

(Hi) si {Ui — ^ U}i est un recouvrement et si pour tout i, on se donne un recouvrement 
{Vij — ^ Ui}j de Ui, alors la collection formee des composes Vij — ^ Ui — ^ U est 
un recouvrement. 

Remarque 1.2.2 Nous n'avons pas cru bon de preciser les questions relatives aux choix 
d'univers. Nous renvoyons pour ceci le lecteur a SGA 4 |2|. Par ailleurs, I'objet defini 
ci-dessus est habituellement appele « pretopologie » (par exemple dans SGA 4), et il y a 
une notion de topologie induite par une pretopologie. Nous n'utiliserons pas la notion de 
topologie au sens de SGA 4 : en effet lorsqu'une topologie est induite par une pretopologie, 
ce qui sera toujours le cas pour nous, les faisceaux peuvent etre definis en termes de la 
pretopologie uniquement. Nous utiliserons dorenavant le terme « topologie » pour designer 
les « pretopologies » de SGA 4. 
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Definition 1.2.3 Un site est une categoric munic d'unc topologie. 

Exemple 1.2.4 Si X est un espace topologique, alors Xc\ est un site (en prenant les 
recouvrements ouverts comme families couvrantes). 

Exemple 1.2.5 Soit X un schema et soient C/X une sous-categorie pleine de {Sch/X) 
et E une classe de morphismes de schemas verifiant les conditions suivantes : 

(i) E est stable par changement de base, par composition et contient les isomor- 
phismes ; 

(ii) si Y X est dans C/X et si U Y est dans i?, alors U X est dans 
C/X. 

ElOn note {C/X) E le site dont la categoric sous-jacente est C/X, et les recouvrements 

sont les families ( Ui Y de fleches de E telles que Y = L)i^igi{Ui). Par la suite 
nous serons amcnc a considcrer les cas suivants. 

E = (Zar) immersions ouvertes 
E = (et) morphismes etales 

E — ifppf) morphismes plats et localement de presentation finie. 

En general on parle de « petit site » lorsque Ton considere {E/X)e et de « grand site » 
lorsque Ton considere {Sch/X)E (ou encore {Ltf /X)e si besoin, ou (Ltf/X) designe la 
categoric des schemas localement de type fini sur X). On notcra Xznr, X^t les petits sites 
(Zar/X)zar, (Et/X)ct et Xpi le grand site {Sch/X){ppf. 

Exemple 1.2.6 (topologie fpqc) On dit qu'un morphisme de schemas X Y est 
fpqc s'il est fidelement plat et si tout ouvcrt quasi-compact de Y est I'image d'un ouvert 
quasi-compact de X. En particulier tout morphisme fidelement plat et quasi-compact est 
fpqc. De meme tout morphisme fidelement plat et universellement ouvert (done tout mor- 
phisme fidelement plat et localement de presentation finie) est fpqc. La « topologie fpqc » 
sur (Sch/S) est alors celle pour laquelle les recouvrements sont les families {Ui U}i 
telles que le morphisme induit Ui U soit fpqc. Nous renvoyons a 9, 2.3.2] pour les 

sorites sur les morphismes fpqc et pour la preuve du fait que la topologie fpqc que nous 
venons de definir est bien une topologie. 

Definition 1.2.7 Soit C un site. Un prefaisceau sur C est un foncteur contravariant 

T ■ C° ^ (Ens) . 

On dit que T est un faisceau si pour toute famille couvrante {Vi — ?7}ie/ le diagramme 

Hu) — -n-^(^')=^ n nv^^^uVj) 

iei (ij')e^^ 

est exact. Nous noterons 'P{C) la categoric des prefaisceaux sur C et S(C) la categoric des 
faisceaux sur C. 

4. Ces conditions impliquont que C/X est partiellement stable par produit fibre, i.e. si f/i — U et 
U2 — U sont des fleches dans C/X dont I'une au moins est dans E, alors le produit fibre Ui Xjj U2 
est encore dans C/X. 
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Remarque 1.2.8 On peut se donner des structures supplementaires sur T. Par exemple 
un « faisceau de groupes » (resp. de groupes abeliens, d'anneaux) est un foncteur contra- 
variant de C dans la categoric (Gr) des groupes (resp. dans celle (Ab) des groupes abeliens, 
dans celle (Ann) des anneaux commutatifs et unitaires) dont la composition avec le fonc- 
teur d'oubli de (Gr) (resp. de (Ab), (Ann)) vers (Ens) est un faisceau d'ensembles. De 
meme si A est un faisceau d'anneaux sur C, on dispose d'une notion naturelle de ./l-module. 
Nous noterons M)(C) la categoric des faisceaux de groupes abeliens sur C. 

Exemple 1.2.9 (prefaisceaux constants) Solent A un ensemble et S un schema. On 
note Pa le foncteur de {Sch/S)° vers (Ens) defini par Pa{U) — A pour U non vide et 
Pa{U) = {*} sinon (avec les fleches de transition evidentes). Ceci definit un prefaisceau, 
mais Pa n'est en general pas un faisceau. Si A est un groupe (ou un anneau, etc.) alors 
Pa est clairement un prefaisceau de groupes (ou d'anneaux, etc.). 

Exercice 1.2.10 On suppose Card A > 2 et A" non vide. Montrer que la restriction de 
Pa au petit site Zariski Xzar est un faisceau si et seulement si X est irreductible. 

Exercice 1.2.11 Soit / : X S un morphisme de schemas. Montrer que le foncteur 
en groupes sur (Sch/S) qui a T associe Pic (A T) n'est jamais un faisceau pour la 
topologie de Zariski, sauf si X est vide. [Prendre un 5-schema T muni d'un faisceau 
inversible C tel que f^C soit non trivial. Conclure en remarquant que, localement pour la 
topologie de Zariski sur T, le fibre C est trivial, done f^C aussi. Par exemple on pourra 
prendre T = et C = 0(1). Alors le morphisme diagonal X X Xs X induit une 
section de fx, ce qui prouve que f^C est non trivial.] 

Le theoreme suivant est un resultat de descente. Nous verrons plus precisement que 
c'est une consequence immediate du theoreme 12.2.51 II permet de produire de nombreux 
exemples de faisceaux. II dit que, vu comme foncteur contravariant (done comme prefais- 
ceau) sur la categoric (Sch/S), tout 5-schema est un faisceau fpqc. En particulier tout 
S'-schema en groupes est un faisceau de groupes. 

Theoreme 1.2.12 Soit X — S un morphisme de schemas. Alors le foncteur 



est un faisceau pour la topologie fpqc (done aussi fppf, etale et Zariski). 

On dit qu'un prefaisceau P sur (Sch/S) est representable s'il existe un S'-schema X 
tel que P soit isomorphe a hx- 

Exemple 1.2.13 

• Le prefaisceau Ga defini par Ga(i7) = r(C/, Ou) est un faisceau de groupes abeliens 
sur SpecZ. En effet il est representable par SpecZ[A]. 

• Le prefaisceau Gm defini par Gni(C/) = r(t/, Ou) ^ est un faisceau de groupes abeliens 
sur SpecZ. En effet il est representable par Spec Z[A, A~^]. 

• Le prefaisceau ^„ defini par Hn(U) — {x e T(U,Ou)^ \ — 1} est un faisceau de 

groupes abeliens sur SpecZ. En effet il est representable par Spec ( x^^~i I ■ 



Pour un schema quelconque S, on notera Gm,^ (resp. Ga.s, Mn,s) le S'-schema en groupes 
Gm X S (resp. Ga x S, ^„ x S). 




(Ens) 

Homs(C/,A) 
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1.3 Comparaison entre les topologies fpqc, fppf, etale et Zariski 

Ce paragraphe est une digression sur les topologies introduites plus haut sur la cate- 
gorie des schemas et peut etre omis en premiere lecture. Une famille couvrante au sens 
de Zariski (resp. etale, fppf) est toujours une famille couvrante au sens etale (resp. fppf 
fpqc). En particulier on voit que les topologies Zariski, etale, fppf et fpqc sont « de plus 
en plus fines ». En fait chacune est strictement plus fine que la precedente. Ainsi, un re- 
vetement fini etale est un recouvrement etale mais n'est en general pas un recouvrement 
Zariski (par exemple Spec C sur Spec R, ou bien le revetement etale non trivial de degre 2 
de la cubique nodale dessine dans I'exercice III 10.6 de Nous precisons un peu ces 

questions de comparaison dans les exercices suivants. 

Exercice 1.3.1 (comparaison des morphismes couvrants) 

On dit qu'un morphisme X — s- Y est couvrant pour une topologie s'il existe des mor- 
phismes Ui — ^ X tels que les composes [/, — Y forment une famille couvrante {i.e. un 
recouvrement) de Y pour la topologie consideree. II est evident que si X Y est un 
recouvrement alors c'est un morphisme couvrant, mais la reciproque est fausse en gene- 
ral. Par exemple les morphismes lisses et surjectifs sont couvrants pour la topologie etale 
d'apres 11.1.121 mais en general ils ne sont pas eux-memes etales. Le fait que les topolo- 
gies lisse et etale aient les memes morphismes couvrants entraine que les categories de 
faisceaux coincident (c'est d'ailleurs pour cette raison que Ton ne parle pas beaucoup de 
la topologie lisse). Pour montrer qu'une topologie est reellement plus fine qu'une autre, 
il faut montrer qu'elles n'ont pas les memes morphismes couvrants. (On voit ici I'un des 
avantages des « topologies » de SGA 4. . .) 

a) Montrer que les recouvrements etales donnes en exemple a la fin du paragraphe prece- 
dent ne sont pas des morphismes couvrants pour la topologie de Zariski. 

b) Soit k un corps. Montrer que le morphisme — 5~ donne par x \—^ est une 
famille couvrante pour la topologie fppf mais n'est pas un morphisme couvrant pour la 
topologie etale. Meme question pour une extension de corps finie et purement inseparable. 

c) Une extension de corps est une famille couvrante pour la topologie fpqc mais n'est pas 
un morphisme couvrant pour la topologie fppf sauf si I'extension est finie. Void un autre 
exemple interessant de famille couvrante fpqc. Soit X un schema noetherien contenant 
au moins deux points et soit p un point ferme de X. On note U le complementaire de p 
et Xp le spectre de I'anneau local en p. Alors le morphisme naturel U ]J Xp X est 
un recouvrement fpqc mais en general pas ce n'est pas un morphisme couvrant pour la 
topologie fppf (le demontrer) . 

Exercice 1.3.2 (comparaison des faisceaux) Pour comparer les differentes topolo- 
gies, on peut aussi comparer les categories de faisceaux qu'elles definissent. 

a) Montrer que tout faisceau fpqc est un faisceau fppf. De meme, tout faisceau fppf est 
un faisceau etale et tout faisceau etale est un faisceau Zariski. 

b) Soient S = SpecQ et / : Gm.s ~^ 'G^m.s I'elevation a la puissance n. Montrer que le 
faisceau image de / au sens de Zariski n'est pas un faisceau etale. (Voir la remaraue ll.6.21 
pour la definition du faisceau image.) 

c) Soient p un nombre premier, S = SpecFp et / : Gm^s — ^ *^m,s I'elevation a la puis- 
sance p. Montrer que le faisceau image de / au sens etale n'est pas un faisceau fppf. 

d) Soit k un corps. Montrer que le foncteur de Picard Pic^i/j. de la droite affine sur k, 
defini en 11.4.51 est un faisceau fppf mais n'est pas un faisceau fpqc. (Ceci prouve en 
particulier qu'il n'est pas representable.) 
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1.4 Faisceau associe a un prefaisceau 



Theoreme 1.4.1 Soient U un univers, C un U-site et F : C° —5^ (Ens) un prefaisceau. 
II existe un faisceau aF et un morphisme de prefaisceaux (j) ■ F aF avec la propriete 
universelle suivante : pour tout faisceau G et tout morphisme de prefaisceaux (p' de F 
vers G, il existe un unique morphisme ijj : aF — G tel que tp o cj) — cj)' . 




Demonstration. ^ SGA 4, II, theoreme 3.4. □ 

Autrement dit, le foncteur d'oubli oub : S{C) 'P{C) admet un adjoint a gauche a : 
V{C) S{C). Le faisceau associe aF est caracterise (a unique isomorphisme pres) par 
les deux proprietes suivantes : 

(i) Deux sections de F sont egales dans aF si et seulement si ehes sont « localement 
egales » dans F. Plus precisement : soient U un objet de C et e F{U). Alors, 
pour que Tegahte = ary ait heu dans {aF){U), il faut et il sufiit qu'il existe un 
recouvrement {Ui U}i tel que pour tout i £ I on ait — rj^^^ . 

(ii) Toute section de aF provient localement d'une section de F. Plus precisement : 
soient U un objet de C et ^ S {aF){U). Alors il existe un recouvrement {Ui U}i 
et des e F{Ui) tels que pour tout i on ait a^i = . 

Remarque 1.4.2 Le foncteur a depend de la topologie consideree sur C. Si F est dcja 
un faisceau, alors le morphisme F — 5~ aF est un isomorphisme. 

Remarque 1.4.3 (questions d'univers) Contrairement a ce qui etait annonce dans la remarQue ll.2.21 
nous avons cru bon ici de preciser que le site C en question devait etre un « W-site » , oh U est un 
univers fixe. (Nous renvoyons le lecteur desireux de connaitre les definitions d'un W-site ou d'un univers 
a SGA 4 [2].) En fait, la preuve du theoreme repose sur I'existence de certaines limites inductives indexees 
par la collection des families couvrantes d'un objet donne U de C. Ces limites inductives existent pourvu 
que cette collection de families couvrantes ne soit pas trop grosse. C'est essentiellement ce que garantit 
I'hypothese selon laquelle C est un W-site. Lorsque Ton travaille avec les topologies Zariski, etale ou fppf, 
on pent ignorer ces problemes logiques ; le faisceau associe existe et ne depend pas du choix de I'univers. 
En revanche avec la topologie fpqc il faut prendre quelques precautions : le faisceau associe depend a 
priori de I'univers fixe. En un sens, on pent dire qu'en general, le faisceau fpqc associe n'existe pas ! 
Waterhouse donne d'ailleurs dans Particle I2bl . theoreme 5.5, un exemple explicite de prefaisceau qui 
n'admet pas de faisceautise. C'est pourquoi on doit generalement se contenter de la topologie fppf dans 
les processus de faisceautisation. Toutcfois, pour un prefaisceau F donne et un morphisme : F — G 
vers un faisceau G, on pent parfaitement donner un sens a la phrase « G est le faisceau fpqc associe 
a F » . II suffit de demander a G de satisfaire a la propriete universelle du theoreme 11.4.11 ou ce qui 
revient au meme, de verifier les proprietes (i) et (ii) mentionnees ci-dessus. Un tel G est evidemment 
unique a unique isomorphisme pres. Signalons enfin que, si I'on souhaite reellement disposer, pour un 
prefaisceau F donne, d'un faisceau fpqc associe, c'est parfois possible en pratique. En effet, Waterhouse 
definit dans 1261 une classe de prefaisceaux, qu'il qualifie de « basically bounded », et montre que dans le 
cas de ces prefaisceaux, Ic faisceau associe existe bel et bien. 

Exemple 1.4.4 (faisceau constant) Sur [Sch/ S)za.r (pour un schema S donne), on 
note A le faisceau associe au prefaisceau Pa de I'exemple 11.2.91 On montre facilement 
que A s'identifie au faisceau qui a U associe I'ensemble des fonctions continues de U dans A 
(oil A est muni de la topologie discrete). Si U est localement connexe alors A{U) = A'^oC^) ^ 
II est inutile de faisceautiser davantage. En effet, le faisceau A ainsi construit est repre- 
sentable, d'apres ri.2.12l c'est done un faisceau pour toutes les topologies raisonnables sur 
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la categorie des schemas (en particulier fpqc). Comme schema, A est tout simplement iso- 
morphe a une union disjointe de copies de S, indexee par les elements de A. Maintenant 
si A est un groupe alors A est naturellement un schema en groupes. Le morphismc struc- 
tural /i '■ Axs A A peut etre decrit de la maniere suivante. On note A = ^ Sa avec 

aeA 

Sa = S. Le produit fibre AxsA s'identifie canoniquement a SaXs Sb- Le morphisme 

a,b£A 

fj, envoie simplement Sa Xs Sb (canoniquement isomorphe a S) sur la copie numero ab de 
S dans A. 

Le processus de « faisceautisation » est crucial dans un certain nombre de constructions 
geometriques. Ce sera le cas pour la construction de quotients par des actions de groupes, 
oil nous commencerons par definir un faisceau quotient, dont nous etudierons ensuite la 
representabilite. Voici un autre exemple fondamental de faisceautisation. 

Exemple 1.4.5 Soit / : X S un morphisme de schemas. On note Picx/s 1^ faisceau 
fppf associe au prefaisceau T Pic {X xsT) de rexercice ll.2.111 Ce faisceau est appele 
le foncteur de Picard relatif de X/S. S'il est representable par un schema, le schema qui 
le represente est un schema en groupes appele le schema de Picard de X/S. C'est I'objet 
geometrique naturel qui parametre les fibres en droites sur X. 

1.5 Fonctorialite 

Pour un schema X, on note Cx I'un des sites (gros ou petit) Zariski, etale, ou fppf, 
et V{Cx) (resp. S{Cx)) la categorie des prefaisceaux (resp. des faisceaux) sur ce site. 
Un morphisme de schemas / : X — Y induit alors un foncteur « image directe » /* 
de V{Cx) vers P{Cy) defini comme suit. Soit F un prefaisceau sur X. Pour tout [/ e Cy, 
on pose 

if,F){U)^F{X XyU). 

On verifie facilement que, si F est un faisceau, alors /*F est encore un faisceau, done 
induit un foncteur, encore note de S{Cx) dans S{Cy)- Ce foncteur commute clairement 
aux limites projectives, et il a un adjoint a gauche /* que Ton peut decrire de la maniere 
suivante. Soient G un faisceau sur Y. Alors f*G est le faisceau associe au prefaisceau qui 
a, U € Cx associe limi^(V^), oii la limite inductive est prise sur les carres commutatifs 

\ \ 
X ^Y 

avec V GCy. 

Nous laissons au lecteur le soin de verifier que le foncteur /* ainsi defini est bien 
I'adjoint a gauche de En particulier il commute aux limite inductives. De plus, comme 
les sites en question ont des objets finals et des produits fibres, on verifie que /* est exact 
(voir par exemple [IS] 3.6.7). Enfin, pour des morphismes composables / : X Y et 
g : Y — 5~ Z, on voit immediatement sur les definitions que Ton a des isomorphismes 
canoniques ~ (ff/)* et f*g* ~ (gf)* ■ Nous utiliserons peu ces foncteurs par la suite, 
le lecteur est done invite a consulter les references classiques pour plus d'informations. 
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1.6 La categorie des faisceaux abeliens 

Proposition 1.6.1 Soit C un site. La categorie Ab{C) des faisceaux de groupes abeliens 
sur C est une categorie abelienne avec sujfisament d'injectifs. 

Demonstration. Voir par exemple [3S] 3.2.2. □ 

Remarque 1.6.2 Soit / : F G un morphisme dans Ab{C). On pent decrire le noyau, 
le conoyau et I'image de / dc la maniere suivante. Le noyau est simplement donne par 
(Ker /)([/) = Ker(/(t/) : F{U) G{U)). Le conoyau est Coker/ = aC, le faisceau 
associe au prefaisceau C donne par C{U) = Coker (/([/)). De meme le faisceau image 
Im/ est le faisceau associe au prefaisceau image / defini par I{U) = Im {f{U)). 

L'objet nul est ce que I'on pense, de meme que les produits quelconques de faisceaux. 
Plus generalement les limites projectives de faisceaux se calculent terme a terme. En 
revanche, pour les sommes directes (et plus generalement pour les limites inductives), 
apres avoir fait le calcul terme a terme il faut prendre le faisceau associe. 

Exercice 1.6.3 Soit A B C une suite de faisceaux abeliens /pp/ sur un schema X . 
Montrer que, si cette suite est exacte dans AbiX^t), alors elle est aussi exacte dans .A6(Xpi). 

Exemple 1.6.4 (suite exacte de Kummer) Soit X un schema. Nous allons montrer 
que la suite 

^ Mn ^ G,n ^ G,n ^ 

est exacte dans la categorie Ab{X^\), et que cette suite est meme exacte dans la categorie 
Ai}(Xf,x) si aucune caracteristique residuelle de X ne divise n. D'abord, quel que soit le 
site avec lequel on travaille, etale ou /pp/, il est clair que /Lt„ est le noyau de I'elevation 
a la puissance n de Gm dans lui-meme. II faut done seulement montrer I'exactitude a 
droite. Pour cela, il suffit de montrer que, si ^ G Gm(C^) pour un certain X-schema t/, 
alors ^ est localement (pour la topologie consideree) une puissance n-ieme. La question 
etant locale sur [/, on pent supposer U affine, disons U = Spec A. On pose B = ^r^^ 
et U' — SpecS. Alors U' U est une famille couvrante fppf (la platitude est evidente 
car B est libre sur A) et, par construction, la restriction ^|^, de ^ a J7' admet une racine 
n-ieme. Ceci prouve la premiere assertion. Enfin, si n est inversible dans V{X,Ox), le 
critere jacobien montre immediatement que B est etale sur A. Le morphisme U' —a- U 
est done un recouvrement etale et ceci prouve la seconde assertion. 

Exercice 1.6.5 Montrer que pour un schema X et un entier n, on a equivalence entre : 

a) aucune caracteristique residuelle de X ne divise n ; 

b) n est inversible dans T{X, Ox)- 

Exercice 1.6.6 (suite exacte d'Artin-Schreier) Soit X un Fp-schema. Le morphisme 
— Id : Ga^jf ^ Ga^x donne par x \—^ — x est alors un morphisme de groupes. 

1) Soit U un X-schemaet soit x G Ker ((F— Id)(J7)). Montrer qu'il existe des sous-schemas 
ouverts et fermes Fq, . . . , de U tcls que x = i dans Ou{Fi). 

2) En deduire que le noyau de — Id est le faisceau constant "LjpTL. 

3) Montrer que la suite 

F-Id 

^ Z/pZ ^ Ga,x ^ Ga,x ^ 

est exacte pour la topologie etale (done aussi pour la topologie fppf). 
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Exercice 1.6.7 Soit X un Fp-schema et soit ap le sous-groupe de Ga.x defini foncto- 
riellement par ap{U) = {x £ T{U,Ou) \ — 0}. II est representable, c'est done un 
sous-sehema en groupes de Ga,x- Si F designs le Frobenius x x^ , montrer que la 
suite de faisceaux fppf 

p 

^ Up ^ Ga,x ^ Ga,Jf ^ 

est exacte dans la categorie Ah{X-p\). 

Soit C un site. Comme la categorie Ab{C) des faisceaux de groupes abeliens sur C a 
sufRsament d'injectifs, on pent definir des foncteurs derives a droite R'' f , 9 > 0, pour 
tout foncteur / : Ah{C) B additif et exact a gauche a valeurs dans une categorie 
abelienne B. Sur un schema X, on peut done definir les groupes de cohomologie etale (resp. 
fppf) en derivant le foncteur « sections globales » sur la categorie des faisceaux abeliens 
etales (resp. fppf). De meme si f : X Y est un morphisme de schemas, et si J" est un 
faisceau (etale, fppf, etc.) on peut definir ses « images directes superieures » R'^f^J- pour 
la topologie consideree. 

Exemple 1.6.8 La suite exacte de Kummer ci-dessus induit une suite exacte longue de 
cohomologie fppf : 

^ i?°(Xpi, fin) ^ H°{Xpi, G,„) ^ H"iXpi, G„0 

5- H^{Xpi, fin) ^ H^{Xpi, Gm) ^ H^{Xpi, Gm) 

^ H"^ {Xpi, fin) ^ 

Remarque 1.6.9 Soit X un schema. Nous avons vu ci-dessus que la categorie des fais- 
ceaux de groupes abeliens (disons au sens fppf pour fixer les idees) est abelienne. En gene- 
ral la sous-categorie des faisceaux representables, c'est-a-dire la categorie des X-schemas 
en groupes commutatifs, n'est pas abelienne. Cependant, nous verrons plus loin que la 
categorie des schemas en groupes commutatifs et de type fini sur le spectre d'un corps est 
abelienne p.7.8p . 

1.7 Anneaux locaux (pour la topologie etale) 

Nous n'aurons pas besoin dans ce cours d'anneaux locaux pour la topologie etale, mais 
il nous a semble difficile de passer totalement sous silence leur existence. Le lecteur presse 
d'arriver aux quotients de schemas peut done allegrement sauter cette section. Pour la 
topologie etale, on peut definir le germe d'un faisceau en un point de maniere tout a fait 
analogue a ce que I'on fait pour la topologie de Zariski, et I'objet ainsi construit rend les 
memes services. 

Soient X un schema et F un faisceau etale abelien sur X. Soit x : Specfi — X un 
point geometrique de X {i.e. 57 est un corps separablement clos). Un voisinage Stale de x 
est un couple {U, u) on U est un X-schema etale et u est un fJ-point de U qui releve x. 

U 

u 

y ctalc 

Specie 
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Un morphisme de (U, u) vers un autre voisinage etale (V, v) est un X-morphisme if : 
U —5- V tel que ipou = v. Les voisinages etales de x forment ainsi une categorie cofiltrante 
au sens SGA 4 [1 I 2.7]. 

Definition 1.7.1 Le germe de F enx est 

F-s = \imF{U) 

oil la limite inductive est prise sur la categorie des voisinages etales de x. 

Nous listens ci-dessous quelques proprietes utiles, sans preuve. 
Proposition 1.7.2 

(i) Cette definition ne depend pas du choix du corps separablement clos fl, mais seule- 
ment du point x E X image de x.^ On note parfois simplement F^ au lieu de F— le 
germe de F en x si aucune confusion n'en resulte. 

(ii) Un morphisme v : F' — s- F de faisceaux abeliens sur Xn est un isomorphisme 
(resp. un monomorphisme, un epimorphisme) si et seulement si pour tout x G X, 
le morphisme induit F'^ Fx en est un. 

(Hi) Un morphisme v comme ci-dessus est nul si et seulement si pour tout x £ X, le 
morphisme induit F^ F^ est nul. 

(iv) Pour une section s e F{X), on a s — si et seulement si son image dans F^ est 
nulle pour tout x E X . 

(v) Une suite F' — 5~ F — F" est exacte si et seulement .si pour tout x E X la suite 
F'^ Fx ^ F'^ est exacte. 

(vi) Pour X £ X fixe, le foncteur qui d F associe F^ commute aux limites inductives. 

(vii) Si f : Y — X est un morphisme de schemas et si y est un point de Y , alors 

Remarque 1.7.3 Soit VI un corps separablement clos ei p — Specil. On rappelle que 
Ah{pct) designe la categorie des faisceaux de groupes abeliens sur le petit site etale de p. 
Le foncteur naturel 

r Ah{p&t) — - (Ab) 

I F I F{p) 

est une equivalence de categories. Maintenant si F est un faisceau etale abelien sur un 
schema X quelconque etsix:p X est un point geometrique, le groupe abelien F^ 
correspond via I'equivalence ci-dessus au faisceau etale abelien x*F sur Specfi. 

Definition 1.7.4 Soient X un schema et x un point de X. On appelle henselise strict 
de X en x, et on note Ox,x ou parfois Cjf germe du faisceau structural Ox au point 
geometrique x : SpecK(a::)^ X ou k{x)''^ est une cloture separable du corps residuel de 

xE 

On a alors un morphisme naturel 

S^ecOx,s ^ X. 

5. Plus precisement, si L est une extension separablement close de f2 et si xi^ est le compose 
SpecL — Spec £7 — X, le morphisme naturel — F^^ est un isomorphisme. 

6. On evite ici la notation Ox.x pour ne pas confondre avec I'anneau local en x au sens do la topologie 
de Zariski. 
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Definition 1.7.5 Un anneau local A est dit strictement henselien si le morphisme naturel 
de A dans Ox,x est un isomorphisme (avec X — Spec A et x son point ferme). Un schema 
est dit strictement local si c 'est le spectre d 'un anneau local strictement henselien. 

Proposition 1.7.6 

(i) Ox,x Gst strictement henselien, de corps residuel la cloture separable de k{x) 
dans n. 

(ii) Le morphisme naturel Ox,x — ^ Ox,x est fidelement plat. Par ailleurs si mx 
(resp. vn-x) designe I'ideal maximal de Ox.x (resp. de Ox,x), alors 

vc^x = vn.x-Ox,x. 

(Hi) Pour que Ox.x soil noetherien, il faut et il sujfit que Ox.x soil. 

Remarque 1.7.7 Dans la definition de I'henselise strict, on pourrait avoir envie de loca- 
liser un peu moins en imposant que I'extension residuelle soit triviale dans les voisinages 
etales, c'est-a-dire en ne prenant la limite inductive que sur la famille des voisinages etales 
dont I'extension residuelle est triviale. On obtient alors I'henselise (non strict) et les an- 
neaux locaux ^ ainsi obtenus sont dits henseliens. Si A est un anneau local, il est 
strictement henselien si et seulement s'il est henselien et si son corps residuel est separa- 
blement clos. II y a un certain nombre de caracterisations utiles des anneaux henseliens 
ou strictement henseliens. Par exemple un anneau local A est henselien si et seulement 
s'il verifie le lemme de Hensel, ou encore si et seulement si toute ^-algebre finie est un 
produit fini d'anneaux locaux. 

II y aurait encore beaucoup a dire sur les anneaux henseliens ou strictement henseliens, 
mais il ne nous a pas semble opportun de nous etendre davantage sur ce sujet ici. Nous 
renvoyons done le lecteur interesse aux ouvrages classiques, par exemple [T7], EGA IV [TU] 
ou encore [22] • 

2 Descente 

Avant de traiter le coeur de cette section, a savoir la descente fidelement plate et 
ses applications, nous allons essayer d'expliquer la problematique sur un exemple simple. 
Essentiellement, la descente est un exercice de « recoUement ». 

Recollement Zariski de morphismes. Soient U un schema, {Ui}i un recouvrement 
Zariski de U et X,Y deux J7-schcmas. Pour tout i on note Xi et Yi les images reciproques 
de I'ouvert Ui par les morphismes structuraux X U et Y U (c'est-a-dire les 
produits fibres X XijUi et Y x u Ui) . Donnons-nous pour tout i un morphisme de schemas 
ifi : Xi — Yi et supposons que ces morphismes coincident sur les intersections, i.e. que 
pour tout couple (», j), les morphismes (pi et ipj soient egaux sur Xi f) Xj. Alors il existe 
un unique morphisme de schemas if : X — Y tel que pour tout i, ip^^ = ipi. La preuve 
est immediate et laissee en exercice au lecteur. 

On pent reformuler ce resultat de la maniere suivante. Soient S un schema et X, Y 
deux iS-schemas. Alors le foncteur 

Hom cfX Y) : {Sch/S)" ^ (Ens) 

qui a tout ^-schema U associe I'ensemble des morphismes de U -schemas de X Xs U vers 
Y Xs U, est un faisceau pour la topologie de Zariski. En particulier, pour X = S, on voit 
que le foncteur des points hy de Y est un faisceau pour la topologie de Zariski. 
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Recollement Zariski de schemas. Soient U un schema et {Ui}i un recouvrement 
Zariski de U. Pour tout triplet d'indices k on note Uij — UifMJj et Uijk = UiCiUjnUk- 
Pour tout i, soit fi : Xi Ui un schema au-dessus de Ui. On suppose que pour tout 
couple d'indices on a un isomorphisme y^ij : fj'^iUij) f^^i^ij)- suppose de 
plus que ces isomorphismcs vcrifient la « condition de cocycle » : 

Alors il existe un unique U -schema / : X U et dcs isomorphismcs (pi : f^^{Ui) Xi 
tels que pour tons i,j on ait : 

Ici aussi la preuve est elementaire et nous en dispenserons le lecteur. On pent de la meme 
maniere recoUer bien d'autres objets : des faisceaux, des modules-quasi-coherents, des 
courbes elliptiques, etc. 

Et pour d'autres topologies ? Une question naturelle se pose : les resultats ci-dessus 
sont-ils encore valables (mutatis mutandis) si Ton remplace la famille couvrante Za- 
riski {Ui}i de U par une famille couvrante pour une topologie plus fine, par exemple la 
topologie fpqc ? Nous verrons plus bas que la reponse est affirmative pour les morphismes 
de schemas (|2.2.5p . En revanche le recollement de schemas est un peu plus delicat et ne 
marche pas toujours fvoir I2.2.14p . Pour obtenir des resultats positifs, nous devrons faire 
des hypotheses supplementaires sur les Xi, par exemple supposer qu'ils sont quasi-affines 
sur les Ui (|2.2.6p . ou bien munis de faisceaux inversibles relativement amples (|2.2.10p . La 
descente fidelement plate des modules quasi-coherents (12.2. ip est la piece maitresse sur 
laquelle repose tout I'edifice. Nous donnons en l2.1l le vocabulaire necessaire a I'enonce des 
resultats de 12.21 

Descente de proprietes de morphismes. On utilise encore le meme terme de « des- 
cente » pour un exercice legerement different. Considerons comme precedemment une fa- 
mille couvrante {Ui — U} pour une certaine topologie. Soit X Y un [/-morphisme. 
Supposons que pour tout i, le morphisme Xi Yi induit au-dessus de Ui verifie une 
certaine propriete V. Alors le morphisme X Y verifie-t-il 7-*? Autrement dit, la pro- 
priete V « descend-elle » k X Y ? Lorsque c'est le cas, on dit que V est « de nature 
locale » au but pour la topologie consideree. Nous verrons en 12.31 que de nombreuses pro- 
prietes interessantes de morphismes sont de nature locale au but pour la topologie fpqc. 

2.1 Donnees de descente 

Definition 2.1.1 Une categoric fibree J- .sur une categoric C consiste en les donnees 
suivantes. 

(i) Pour tout objet U de C, une categoric J-{U). 

(a) Pour tout morphisme f : U — ^ V de C, un foncteur f* : J-{V) — s- J-{U). 
(Hi) Pour tout objet U de C, un isomorphisme de foncteurs ejj : (id;/)* ~ idjr(^uy 

(iv) Pour tout couple de fleches U V W un isomorphisme de foncteurs ctf g : 
f*g*^^{gfY -.TiW) T{U). 
Ces donnees sont assujettics d des conditions de compatibilite evidentes dont nous laissons 
les details au lecteur (si f : U —5^ V est une fleche dans C, compatibilite de cy.:^f\^ j avec 
ejj et de a^^^^ avec ey ; si f,g, h sont trois fleches composables, diagramme d'« associa- 
tivite » pour les foncteurs f* ,g* , h* ). 
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Remarque 2.1.2 Le lecteur attentif aura sans doute remarque que la definition donnee 
ici n'est pas equivalente a la definition usuelle d'une categorie fibree. En fait, ce que 
nous avons defini ci-dessus est plutot appele « pseudo-foncteur » dans la litterature. La 
donnee d'un pseudo-foncteur est equivalente a la donnee d'une categorie fibree munie 
d'un « clivage » (avec la terminologie de Vistoli dans [S ). Avec Taxiome du choix, toute 
categorie fibree admet un clivage. L'abus de langage ci-dessus est done sans domniages, et 
- je I'espere - compense par le fait que la notion de pseudo-foncteur semble plus intuitive 
que celle de categorie fibree (ce point de vue subjectif n'engage bien siir que moi). Pour 
plus de details sur ces questions, on pourra consulter I'expose de Vistoli dans 0]. 

Exemple 2.1.3 Soient S un schema et C la categorie des S'-schcmas. La categorie fibree 
Ocof) des modules quasi-coherents sur C est la categorie fibree qui a tout S'-schema U 
associe la categorie £2co() {U) des modules quasi-coherents sur U. Si f : U V est un 
morphisme de S'-schcmas, le foncteur de changement de base /* est le foncteur qui a M. 
associe M (E)Ov ^u- Les isomorphismes eu et a/.g sont les isomorphismes canoniques 
M ®Ou Ou^Met [M (E>Ow Oy) ®Ov Ou ^ M (g>o„ Ou- 

Exemple 2.1.4 Toujours sur la categorie C des S-schemas, la categorie fibree des schemas 
sur C est la categorie fibree qui a tout S-schema U associe la categorie des J7-schemas. 
Si f : U V est un morphisme de S-schemas, le foncteur de changement de base /* 
est le foncteur qui a X V associe X Xy U U. 

Definition 2.1.5 (donnee de descente) Soient C un site (autrement dit, une categorie 
munie d'une topologie de Grothendieck) et T une categorie fibree surC. Soit U un objet 
de C et soit U = {Ui U\i un recouvrement de U. On note Uij (resp. Uijk) le produit 
fibre UiXu Uj ( resp. UiXuUj XuUk) et pr^ , pr2 , Wi2 1 P^ia i Pi'23 1 91 7 92 , 93 les projections 
canoniques (avec pr^^ : Uij Ui, pr^^j • f^ijfe ^ Uij, qi : Uijk Ui, etc.). Pour 
tout i, soit ^i un objet de F{Ui). Une donnee de descente sur la famille (^i) est un 
ensemble d 'isomorphismes 

dans J-{Uij) verifiant la condition de cocycle suivante : pour tout triplet d'indices {i,j,k), 
on a dans J- (Uijk) I'egalitf^ 

On dit que ((^i), (^ij)) est un objet muni d'une donnee de descente relativement au re- 
couvrement U. 

Si iVij)) (('yOj {''Pij)) sont deux objets munis de donnees de descente, un mor- 
phisme du premier dans le second est un ensemble de fleches Ui : — rji dans J-(Ui) 
tel que pour tout couple d'indices i,j le diagramme suivant commute. 

P^2^j ^ P4V3 




priCi ^ PT^iVi 

On note !F{IA/U) la categorie des objets munis d'une donnee de descente relativement 
au recouvrement 14 de U ainsi constitute. 



7. aux isomorphismes structuraux do pres, ~ P''i2Pi — P^iaPi^ remarque que cette 

condition de cocycle est I'analogue nature! de cellc qui apparaissait dans le « recollement Zariski de 
schemas ». 
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2.1.6 Si ^ est un objet de T{U), on peut lui associer naturellement un objet muni d'une 
donnee de descente de la maniere suivante. Pour tout i, on pose = u*^ oil Ui est 
le morphisme donne Ui U, et pour tout couple i,j d'indices, on prend pour ipij 
risomorphisme canonique de pr2M*^ dans pr^u*^. 

Si ^ — ^ 77 est un morphisme dans T{U), on a un morphisme naturel de I'objet muni 
d'une donnee de descente associe a ^, vers celui associe a 77. Ceci definit done un foncteur 

T{U) ^ T{U/U). 

Les exemples vus au debut du paragraphe [2] montrent que pour la categorie fibree 
des schemas sur (Sch/S) de l2.1.4l le foncteur j^{U) T{U/U) est une equivalence de 
categories pour toute famille couvrante U de U &\x sens de Zariski. Plus precisement, le 
« recollement de morphismes » montre que ce foncteur est pleinement fidele, et le « recol- 
lement de schemas » montre qu'il est essentiellement surjectif. 

Definition 2.1.7 Une donnee de descente sur une famille d'objets (^i) est dite effective 
s'il existe un objet ^ de J^(U) qui induit (d isomorphisme pres) la famille (^i) avec sa 
donnee de descente. 

II revient done au meme de dire qu'une donnee de descente est effective, ou que le 
couple constitue de la famille d'objets et de cette donnee de descente est dans I'image 
essentielle du foncteur J-{U) J-(U/U). Dans la pratique, on se ramene souvent au cas 
oil la famille couvrante U est constituee d'une seule fleche V U. On note alors parfois 
T(y/U) au lieu de T{U/U). 

Donnons encore un pen de vocabulaire dans ce contexte. Soient J- une categorie fibree 
sur (Sch/S) et TT : y U un morphisme de S'-schemas. On dit que n est un morphisme 
de descente pour si le foncteur J^(U) — T{V/U) est pleinement fidele. On dit que tt 
est un morphisme de descente effective pour T si de plus toute donnee de descente est 
effective, i.e. si J-{U) J-{V/U) est une equivalence. 

Definition 2.1.8 Soit J- une categorie fibree sur un site C. On dit que T est un champ si 
pour tout objet U de C et toute famille couvrante U de U , le foncteur J^{U) —a- J-{U/U) 
est une equivalence de categories. 

2.2 Descente fpqc des modules quasi-coherents et applications 

Theoreme 2.2.1 Soient U un schema et U — {Ui U}i une famille couvrante fpqc. 
Alors le foncteur 

t3cof)(C/) ^ Qcot) (U/U) 

defini en \2.1.b\ est une equivalence de categories. (Autrement dit, la categorie fibree des 
modules quasi-coherents definie en \2.1.3\ est un champ pour la topologie fpqc. J 

La pleine fidelite signifie que, pour tout schema S et tout couple de modules quasi- 
coherents J-, Q sur S, le foncteur Hom^g ( J-", Q) est un faisceau fpqc. L'essentielle sur- 
jectivite signifie que toute donnee de descente sur une collection de Ofj; -modules quasi- 
coherents est effective. 

Demonstration. Nous donnons seulement une esquisse. Des arguments certes un peu 
longs et fastidieux, mais elementaires et de nature essentiellement formelleU, montrent 
qu'il sufRt de prouver le theoreme dans les deux cas particuliers suivants. 

8. D'ailleurs, les memes arguments sont valables pour n'importe quelle categorie fibree sur (Sch/S). 
Autrement dit une telle categorie fibree est un champ fpqc si et seulement si c'est un champ Zariski 
et si pour tout V — s>- U fidelcment plat avec U et V afiines, le foncteur T{U) — >■ T{V/U) est une 
equivalence. 
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a) La famille couvrante {Ui U}i est une famille couvrante pour la topologie de 
Zariski. 

b) La famille couvrante {Ui U}i est reduite a un morphisme V U avec U 
et V afHnes. 

Le cas a) est trivial. Reste le b). Notons U = Spec A et V = Spec 5. Via I'equivalence 
bien connue entre la categoric des niodules sur un anneau et la categoric des faisceaux de 
modules quasi-coherents sur son spectre, on se ramene a une question portant uniquement 
sur des modules. Pour la pleine fidelite, il faut montrer que si iV et M sont deux A-modules, 
alors le diagramme naturel (dont nous laissons au lecteur le soin d'expliciter les fleches) 

Hom^(M, N) ^ Horns (M ®A B, N ®a B) =3: HomB»2 (M ®a B®^,N B®"^) 

est exact. C'est une consequence facile du lemme \2.2.2\ ci-dessous. 

Pour I'essentielle surjectivite, on part d'un _B-module M' muni d'une donnee de des- 
cente, c'est-a-dire d'un isomorphisme de i?'*^-modules (p : M' ®aB ~ B®aM' assujetti a 
une condition de cocycle. II faut montrer que le couple (-M', Lp) provient d'un A-module M 
(a isomorphisme pres). En regardant d'une part le morphisme canonique M' — ^ M' ®aB, 
et d'autre part le compose du morphisme canonique M' B ®a M' et de (p~'^, on a 
un couple de fleches M' =S M' <^a B . On note M le noyau de ce couple de fleches. C'est 
naturellement un A-module. II reste a verifier qu'il convient, ce qui demande encore du 
travail et est laisse en exercice (on pourra, comme dans la preuve du lemme ci-dessous, 
se ramener via le changement de base fidelement plat A — B au cas oii A B a une 
retraction). Pour plus de details, consulter par exemple [B] 6.1. □ 

Lemme 2.2.2 Soit A B un morphisme fidelement plat d'anneaux. Alors, pour tout 
A-module M , le diagramme naturel 

M ^ M®aB — r M ®a B®^ 

est exact. 

Demonstration. Si A B a une retraction, toutes les fleches du diagramme en out et 
I'exactitude est immediate. On ramene le cas general a ce cas particulier par le changement 
de base fldelement plat A B. □ 

Remarque 2.2.3 Le theoreme 12.2.11 serai t faux avec une topologie fldelement plate trop 
flne, sans hypothese de finitude sur les recouvrements. Un contre-exemple est donne dans 
le cours de Vistoli [9 4.24. 

Exercice 2.2.4 Deduire de 12.2.11 le fait que les categories flbrees suivantes sont des 
champs fpqc : 

- la categoric fibree des modules coherents ; 

- la categoric fibree des modules localement libres de rang n. 

Theoreme 2.2.5 Soit vr : S" — S un morphisme fpqc de schemas et soient X et Y 
deux S-schemas. On note X' , Y' , X" , Y" les produits fibres auxquels on pense. Alors le 
diagramme 

lioms{X,Y) ^^Uoms'iX' ,Y') =^Tioins"{X" ,Y") 

est exact. 
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Demonstration. La question est locale sur S et Y. On pent done supposer qu'ils sont 
affines. De plus, quitte a remplacer S' par une somme disjointe finie d'affines, on pent 
supposer que S' est afRne. On peut alors reformuler le probleme en termes d'algebres 
quasi-coherentes et appliquer le theoreme l2.2.1l □ 

Ce theoreme montre que Hom gfX. Y) est un faisceau fpqc. Autrement dit, les nior- 
phismes fpqc sont des morphismes de descente pour la categorie fibree des schemas sur 
(Sch/S), on encore : pour n comme dans I'enonce et J- la categorie fibree des schemas, le 
foncteur J-{S) J-{S' /S) de l2. 1.61 est pleinement fidele. En prenant X — S, on obtient 
le cas particulier important mentionne en ll.2.l21 : hy est un faisceau fpqc. En general, la 
descente fpqc n'est pas effective. EUe Test cependant dans plusieurs cas utiles, le premier 
d'entre eux etant le cas des morphismes affines (on meme quasi- affines). 

Theoreme 2.2.6 Soit tt : S' — ^ S un morphisme fidelement plat et quasi- compact de 
schemas et soit (X',ip) un S' -schema muni d'une donnee de descente, i.e. est un iso- 
morphisme p\X' P2^' q'^'i- verifie la condition de cocycle usuelle (avec les notations 
usuelles). On suppose que le morphisme X' S' est affine (resp. une immersion ou- 
verte, resp. quasi- affine). Alors la donnee de descente est effective. De plus le morphisme 
X S qui induit X' —a- S' est affine (resp. une immersion ouverte, resp. quasi- affine). 

Demonstration. Ici aussi nous donnons seulement une esquisse, pour les details nous 
renvoyons par exemple a [B]. 

Puisque la categorie des schemas affines sur une base S est anti-equivalente a la catego- 
ric des Os-algebres quasi-coherentes, le cas affine est une consequence du theoreme l2.2.H 

Supposons maintenant que X' S' est une immersion ouverte, ou ce qui revient 
au meme que X' est un ouvert de S' . On note pi,p2 les projections canoniques de S" — 
S' Xs S' sur S'. La presence d'une donnee de descente sur X' montre alors que Pi^{X') = 
P2^{X'). On en deduit que X' = 7r~^(7r(X')). Comme le morphisme tt est submersif (la 
topologie de S est quotient de celle de 5"), ceci entraine que 7r(X') est ouvert dans S. On 
pose alors X = 7r(X') et on verifie que ce choix convient. 

Comme un morphisme quasi-affine est le compose d'une immersion ouverte quasi- 
compacte et d'un morphisme affine, le cas general va se deduire des deux precedents. Plus 
precisement, si /' : X' S' est quasi-affine, alors dans la factorisation de Stein 

X' Z' = Spcc/:(Ox') S', 

la premiere fleche est une immersion ouverte quasi-compacte. Comme la formation de 
fl{Ox') commute au changement de base plat, on voit que la donnee de descente sur 
X' induit une donnee de descente sur fHOx'), done sur Z' . Cette donnee de descente 
est effective d'apres le cas affine et on trouve Z affine sur S qui induit Z' . Le cas d'une 
immersion ouverte permet alors de trouver U ouvert de Z qui convient. II reste juste 
a montrer que I'immersion ouverte U — Z est quasi-compacte. C'est une consequence 
deHXH □ 

Ainsi, une donnee de descente sur un schema quasi-affine est effective. La proposi- 
tion suivante montre que I'on peut meme se contenter de recouvrir X' par des schemas 
quasi-affines stables par la donnee de descente. Plus precisement, soit tt : S' — S un 
morphisme fidelement plat et quasi-compact de schemas et soit (X', tp) un iS"-schema muni 
d'une donnee de descente. Un ouvert U' de X' est dit stable par (p si ip induit une donnee 
de descente sur U', c'est-a-dire si (p induit un isomorphisme pr2t/' ~ pr|?7'. 
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Proposition 2.2.7 On suppose que X' est recouvert par des ouverts X[ stables par la 
donnee de descente. Pour que la donnee de descente sur X' soit effective, il faut et il 
suffit qu'il en soit de meme des donnees de descente induites sur les X[. 

Demonstration. SGA 1 3 VIII 7.2 □ 

Exercice 2.2.8 (SGA 1 |i3j VIII 7.5) Soit S' ^ S un morphisme fidelement plat, 
quasi- compact et radiciel {i.e. universellement injcctif). Soit X' un S"-schema muni d'une 
donnee de descente tp. 

1) Montrer que 5" est separe sur S. 

2) Montrer que tout ouvert U de X' est stable par Lp. 

3) En deduire que la donnee de descente est effective. En d'autres termes : un mor- 
phisme fidelement plat, quasi-compact et radiciel est de descente effective pour la categoric 
fibree des schemas. 

Definition 2.2.9 

a) Soit X un schema quasi- compact et quasi-separe. Un faisceau inversible C sur X 
est dit ample s 'il existe un entier n > tel que soit engendre par des sections 
globales Si, . . . , telles que pour tout i, le lieu Xs- oil Si engendre soit quasi- 
affine. (Alors, pour tout n > et toute section globale s de I'ouvert Xs de X 
est quasi-affine.) 

b) Soient S un schema de base et X un S -schema quasi-compact et quasi-separe. 
Un faisceau inversible C sur X est dit S -ample s'il existe un recouvrement ouvert 
affine {Sj} de S tel que pour tout j , la restriction de C a X Xs Sj soit ample. (On 
montre qu'alors, pour tout ouvert affine U de S, la restriction de C a X Xs U est 
ample.) 

Theoreme 2.2.10 Soit vr : S' — 5~ S un morphisme fidelement plat et quasi-compact de 
schemas et soit {X',ip) un S' -schema muni d'une donnee de descente. Soit C un faisceau 
inversible S' -ample sur X' et soit A une donnee de descente sur C compatible avec ip. 
Alors la donnee de descente sur X' est effective, et le couple {X',C') descend en un 
couple {X,C) oil C est un faisceau inversible S-ample sur X . 

Avant d'esquisser la demonstration, precisons un peu I'enonce. La donnee de descente 
sur X' est un (S" x s S")-isomorphisme p : S' x s X' X' Xs S' qui verifie une certaine 
condition de cocycle. En notant qi : X' Xs S' X' la projection sur le premier facteur 
et 92 : X' Xs S' X' la composee de p~^ et de la projection S" Xs X' X' 

sur le second facteur, on obtient un couple de fleches X' x 5 S" =>: X' . La donnee de 
descente A « compatible avec p » est alors un isomorphisme \ : q^C q^C qui verifie 
une certaine condition de cocycle. 

Exercice 2.2.11 Expliciter cette condition de cocycle. 

Demonstration. Encore une fois, nous donnons seulement une esquisse (tiree d'ailleurs 
de [B]). On peut supposer S et S' afRnes. On note /' : X' S' le morphisme structural 
de X'. On note M' la S"-algebre graduee 0„>o /*('^'®")- C'est une 5"-algebre quasi- 
coherente. D'aDres [!j.2.1l elle descend done a une algebre quasi-coherente M sur S. De plus 
la graduation naturelle sur M' induit une graduation M = ®„>o -^n sur M. Soit s' une 
section globale de pour un certain n. On peut ecrire 
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ou les Qi sont des sections globales de Os' et les Si sont des sections globales de A^„. Si, 
en un point x' € X' , la section s' engendre alors au moins une des sections 1 (E> Si 

doit engendrer C^"- en x' . On pent done recouvrir X' par des ouverts quasi-afRnes X'^ 
ou s est une section globale d'un qui descend en une section globale de M. Ceci 

montre que les X'^ sont stables par tp, done cette donnee de descente sur X' est effective 
d'apres 12.2.71 Enfin, en appliquant de nouveau 12.2. 1[ on voit que le faisceau inversible £' 
descend a X. D 

Lorsque Ton souhaite utiliser ce theoreme en pratique, il n'est pas toujours aise de 
verifier que le faisceau inversible £' est ample relativement a 5". A toutes fins utiles, 
rappelons ici le critere d'amplitude relative EGA IV [TU] 9.6.5. Soit X un schema propre 
et de presentation finie sur une base S, et soit C un faisceau inversible sur X. Alors C est 
S'-ample si et seulement si sa restriction a chaque fibre de X — S est ample. 

Exercice 2.2.12 Soit Aig la categoric fibree sur (Sch/S) definie ainsi. Pour tout U, les 
objets de la categoric Mg{U) sont les morphismes propres et lisses tt : C U dont les 
fibres geometriques sont des courbes connexes de genre g, et les fleches de Mg{U) sont les 
t/-isomorphismes. Montrer que, si g 7^ 1, alors A4g est un champ pour la topologie fpqc. 
[Indication : On utilisera le theoreme precedent. Pour (7 > 2, on pourra remarquer que, 
si TT : C U est un objet de Mg{U), alors le fibre canonique f^c/c/ sur X est ample 
relativement a tt. Pour = on pent prendre son dual.] 

Remarque 2.2.13 Pour g = 1 il n'y a pas de fibre relativement ample canonique sur une 
famille de courbes tt : C —5^ U. On ne pourra done pas appliquer le theoreme precedent. 
Et de fait, un exemple de Raynaud (voir ^23^ XIII 3.2) montre que A4i n'est pas un champ 
pour la topologie fpqc. 

Exemple 2.2.14 (donnees de descente non effectives) Nous donnons en 13.6.71 un 

exemple d'espace algebrique qui n'est pas un schema. On en deduit I'existence d'une 
donnee de descente non effective sur la droite affine complexe avec origine dedoublee, 
relative au recouvrement SpecC — 5~ SpecM. Un autre exemple est donne en 4.4.2 dans 
I'expose de Vistoh de [S]. 

Nous terminons cette partie par une application des theoremes de descente ci-dessus 
a la question de la representabilite d'un faisceau. 

Lemme 2.2.15 (descente de la representabilite) 

Soient S un schema et F : {Sch/S)° (Ens) un foncteur. 

(i) On suppose que F est un faisceau pour la topologie de Zariski. Soit {Si}i un 
recouvrement ouvert (Zariski) de S tel que la restriction Fi = F x s Si de F a 
chaque Si soit representable par un Si-schema Xi. Alors F est representable par 
un S -schema X . (Autrement dit : pour un faisceau Zariski, etre representable par 
un schema est une condition de nature locale sur S pour la topologie de Zariski.) 

(a) On suppose que F est un faisceau fpqc (resp. fppf, resp. etale). Soit {Si S}i 
une famille couvrante fpqc (resp. fppf, resp. etale) telle que la restriction Fi = Fxs 
Si de F a chaque Si soit representable par un Si-schema Xi. Alors la famille des Xi 
est munie d'une donnee de descente relativement a la famille couvrante {Si — ^ S{i. 
Si de plus cette donnee de descente est effective (ce qui est le cas par exemple si 
chaque Xi est quasi-affine sur Si), alors F est representable par un S -schema X 
(quasi-affine sur S dans le cas particulier de la parenthese precedente). 

Demonstration. Voir la reedition de SGA 3, ^ VIII 1.7.2 □ 
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2.3 Proprietes de permanence 

Si TT : S" S est un morphisme de changement de base, et si / est un S'-morphisme 
de schemas, on peut se demander dans quelle mesure une propriete du morphisme /' 
obtenu par changement de base « descend » a /. Nous avons rassemble ci-dessous un 
certain nombre de cas traites dans les EGA. En fait la plupart des proprietes interessantes 
descendent par morphismes fpqc. Lorsqu'une hypothese plus faible sur tt est suiBsante, 
nous I'avons signale entre parentheses. 

Proposition 2.3.1 Soit tt : S' S un morphisme fidelement plat et quasi-compact 
de schemas et soit f : X — ^ Y un morphisme de S-schemas. On note f : X' — s- Y' 
le morphisme obtenu par le changement de base n. Considerons, pour un morphisme, la 
propriete d'etre : 

- injectif (tt surjectif suffit) ; 

- surjectif (tt surjectif suffit) ; 

- a fibres ensemblistement finies (tt surjectif suffit) ; 

- bijectif (tt surjectif suffit) ; 

- radiciel (tt surjectif suffit) ; 

- ouvert; 

- universellement ouvert; 

- ferme; 

- universellement ferme ; 

- un homeomorphisme ; 

- universellement un homeomorphisme ; 

- quasi-compact (tt quasi-compact et surjectif suffit) ; 

- quasi-compact et dominant; 

- separe ; 

- quasi- s epar e ; 

- de type fini ; 

- localement de type fini ; 

- de presentation finie ; 

- localement de presentation finie ; 

- propre ; 

- un isomorphisme ; 

- un monomorphisme ; 

- une immersion ouverte ; 

- une immersion fermee ; 

- affine; 

- quasi-affine ; 

- fini; 

- quasi-fini; 

- entier ; 

- plat; 

- fidelement plat ; 

- lisse; 

- net (i.e. non-ramifie) ; 

- Stale. 

Alors, si V designe I'une des proprietes precedentes, pour que f ait la propriete V il suffit 
que f la possede. 

Demonstration. EGA IV [lU], 2.2.13, 2.6.1, 2.6.2, 2.6.4, 2.7.1, 17.7.3. □ 
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Remarque 2.3.2 Les grands absents de la liste ci-dessus sont les morphismes projectifs 
ou quasi-projectifs. De fait, Hironaka a donne dans |13| un exemple de morphisme propre 
non projectif / : X X , oh X est reunion de deux ouverts Ui et U2 tels que les 
deux morphismes f^^{Ui) — 5~ Ui soient projectifs. Dans cet exemple, X est une variete 
de dimension 3 sur C, obtenue a partir d'une variete projective lisse de dimension 3 en 
faisant des eclatements astucieux le long de certaines courbes, puis un recoUement. On 
pourra consulter 12 App. B, 3.4.1 pour plus de details et un joli dessin. 

3 Quotients 

3.1 Schemas en groupes 

Definition 3.1.1 Soit S un schema. Un schema en groupes sur S est un objet en groupes 
dans la categoric des S-schemas. 

De maniere equivalente, c'est un S'-schema G muni d'un morphisme de S'-schemas 

fi:GxsG ^ G 

qui verifie un certain nombre d'axiomes : existence d'un morphisme inverse i : G G 
et commutativite de quelques diagrammes. D'apres le lemme de Yoneda, la donnee d'une 
structure de schema en groupes sur G est encore equivalente a la donnee d'une factorisation 

ha : {Sch/Sy ^ (Gr) ^ (Ens) 

de son foncteur des points a travers la categoric des groupes. 

Exemple 3.1.2 Nous avons deja parle plus haut des schemas en groupes Ga, et 
De nombreux autres exemples sont donnes par les groupes lineaires. Ainsi GLn est defini 
fonctoriellement de la maniere suivante. Pour tout schema U, GLn{U) est I'ensemble des 
matrices carrees de taille nx n k coefficients dans r{U, Ojj) et dont le determinant est un 
inversible de T{U, Ou)- H est representable par le spectre de Z[Xii, X12, . . . , X„„]/(_D) ou 
D est le polynome en les variables Xn, X12, . . . ,Xnn qui represente le determinant. Les 
sous-groupes 0„, SL„, etc. sont definis de maniere analogue. 

Exemple 3.1.3 (groupes constants) Soit M un groupe commutatif ordinaire et S un 
schema. Nous noterons ici A/5 le faisceau constant associe a I'ensemble M (pour eviter 
toute ambigui'te sur la base). Nous avons vu en 11.4.41 que M5 est naturellement muni 
d'une structure de schema en groupes sur S. 

Exemple 3.1.4 (groupes diagonalisables) Soit M un groupe commutatif ordinaire. 
On note alors Ds{M) le foncteur sur {Sch/S)° defini par 

Ds{M){U) = Homc;_Gr(M[/,G,„,c;) = YioxnGr{M,T{U,OuY). 

On verifie alors facilement que Ds{M) est representable par le spectre de I'algebre Os[M] 
du groupe M sur Os- Un groupe diagonalisable est un groupe de la forme Ds{M) pour un 
certain groupe commutatif M . Par exemple, si M = 'L/n'L, on obtient et si M ~ Z, 
on a Ds{M) = Gm_s. Plus generalement, si M est un groupe abelien de type fini, disons 
le produit de 7/ par un produit fini de facteurs Ij/nil, Ui > 0, alors Ds{M) s'identifie a 
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Revenons au cas general. L'egalite Ds{M) = Spec Os[M] montre que Ds{M) est 
affine sur S. Son algebre etant libre sur Os, il est de plus fidelement plat. Nous retien- 
drons en particulier que le morphisme structural Ds{M) S est fidelement plat et 
quasi-compact, ce qui sera utile dans les questions de descente. Nous donnons ci-dessous 
quelques proprietes elementaires. Nous renvoyons a SGA 3 on au cours de J. Oesterle 
sur les groupes de type multiplicatif dans la meme ecole d'ete, pour de plus amples de- 
veloppements. Nous donnerons en 13.91 un theoreme d'existence du quotient d'un schema 
affine par un groupe diagonolisable agissant librement. 

Proposition 3.1.5 (SGA 3 VIII 2.1) Soient S un schema, M un groupe commutatif 
ordinaire, et G = Ds{M) le S-groupe diagonalisable defini par M . 

a) Si M est de type fini, alors G est de presentation finie sur S. 

h) Si M est fini, alors G est fini sur S . 

c) Si M est de torsion, alors G est entier sur S. 
De plus, si S est non vide, les reciproques sont vraies. Enfin dans le cas b ), le degre de G 
sur S est egal au cardinal de M . 

3.2 Conoyaux et espaces anneles quotients 

Soit C une categorie (par exemple la categoric des schemas). Si un objet en groupes G 
de C agit sur un objet X, la premiere idee qui vient a I'esprit pour definir un quotient de 
X par G est de le definir par propriete universelle. On dit que tt : X — Z est un quotient 
categorique, on plus precisement un quotient dans la categorie C, si c'est un morphisme 
invariant sous G (ce qui se traduit par la commutativite d'un certain diagramme) et s'il 
est universel parmi les morphismes invariants sous G. II revient au meme de dire que tt est 
un conoyau du couple de fleches fi,p2 : G x X X on est Paction et p2 la projection 
sur le second facteur. 

Definition 3.2.1 Soit pi,p2 ■ X^^Y un couple de fleches dans une categorie C. Un 
morphisme u : Y Z est dit compatible avec (pi,P2) si upi — up2- C'est un conoyau 
s'il est universel parmi les morphismes compatibles avec {pi,P2), i-e. si pour tout mor- 
phisme V : Y — T compatible avec {pi,P2), H existe un unique w : Z — T tel que 
V = wu. 

X^^Y Z 




Remarque 3.2.2 Le conoyau Z ci-dessus represente naturellement un foncteur covariant. 

Exemple 3.2.3 Soit / : X Y un morphisme de schemas qui forme une famille cou- 
vrante pour la topologie fpqc, et soient pi , p2 les projections canoniques de XxyX vers X. 
Alors / est un conoyau de {pi,p2) dans la categorie des schemas. En effet, le fait que tout 
schema T soit un faisceau fpqc donne immediatement la propriete universelle du conoyau. 
En fait, cette propriete est vraie des que / est un morphisme couvrant (voir exercice l3.2.8p . 

Si pi,p2 : X =>: Y est une double fleche dans la categorie des espaces anneles, elle 
a toujours un conoyau Z dans cette categorie. En effet, Z a pour espace topologique 
sous-jacent le quotient de I'espace topologique sous-jacent a Y obtenu en identifiant pi{x) 
et P2ix), pour tout x Cz X. On note tt : Y — Z la projection canonique. Le faisceau 
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d'anneaux sur Z est construit de la maniere suivante. Si U est un ouvert de Z, Oz{U) 
est le sous-anneau de Oy{tt~^{U)) forme des elements s tels que p{{s) = p\{s) ou p\ est 
le morphisme Oy Pi*Ox associe a pi. 

Exemple 3.2.4 Au-dessus d'un corps k de caracteristique difFerente de 2, on fait agir 
Z/2Z sur la droite affine par x \—^ — x. On verifie facilement que tt : Aj, 
defini par Tr{x) = x^ est un quotient au sens des espaces anneles. C'est aussi un quotient 
dans la categorie des schemas. 

Proposition 3.2.5 Soit pi,p2 ■ X^^Y une double fleche dans la categorie des sche- 
mas, et soit TT ; Y Z son conoyau dans la categorie des espaces anneles. Si Z est 
un schema et vr un morphisme de schemas, alors tt est un conoyau dans la categorie des 
schemas. 

Demonstration. La courte preuve est sans surprise, voir SGA 3 1 V 1.2. □ 

Pour construire le quotient d'un schema sous Taction d'un groupe, I'espace annele 
quotient semble done a priori etre un bon candidat : il existe toujours, et si c'est un 
schema alors c'est bien un quotient dans la categorie des schemas. Cependant, ce point de 
vue presente au moins deux inconvenients. D'une part, I'espace annele quotient n'est pas 
toujours un schema (ceci pent arriver meme s'il existe un conoyau dans la categorie des 
schemas, voir exemple ci-dessous). II ne sert alors pas a grand-chose en geometric alge- 
brique. D'autre part, meme si ce quotient est un schema, on ne salt pas decrire son foncteur 
des points. Le point de vue dominant dans la suite sera done celui du faisceau quotient, 
plus facile a decrire comme foncteur et dont on pent esperer qu'il soit representable par 
un espace algebrique, sinon un schema. 

Exemple 3.2.6 (c/. III §2 no 3.1) Soit k un corps algebriquement clos. On considere le 
groupe additif sous-jacent a k (comme groupe ordinaire) et on note G le groupe constant 
associe au-dessus de Spec/c. Pour tout 7 e /c, on note p-y I'automorphisme de A^ corres- 
pondant a I'automorphisme x \—^ x + -f de k[x]. Ceci definit une action de G sur A^, 
done un couple de fieches pi,p2 : G x ^ A^ =>: A^ ou pi est Faction de G et p2 est la 
projection sur le second facteur. On verifie facilement que I'espace topologique quotient 
est un ensemble a deux points muni de la topologie grossiere. En particulier I'espace an- 
nele quotient ne pent pas etre un schema. Par ailleurs, on demontre sans difficultes que 
le morphisme structural A^ Spec/c est un conoyau de (^1,^2) dans la categorie des 
schemas. 

Exemple 3.2.7 Soit A un anneau de valuation discrete contenant C, de corps des frac- 
tions K et soit TT une uniformisante. On note L le corps K[T]/ (T" — tt) et A' la fermeture 
integrale de A dans L. L'anneau A' — A[T]/{T'^ — tt) est encore de valuation discrete, 
d'uniformisante T. L'extension L/K est galoisienne de groupe G = Z/nZ et totalement 
ramifiee. Le groupe G agit naturellement sur A', done sur son spectre X', et on veri- 
fie facilement que le quotient categorique X'/G s'identifie au spectre X de l'anneau des 
invariants A'^ = A. Notons m' I'ideal maximal de A'. II est naturellement muni d'une 
action de G, compatible avec Paction sur A' , done il definit un Ox'-module G-equivariant 
sur X'. Supposons que ce module G-equivariant provienne d'un Ox-module. II existerait 
alors un A-module M tel que m' soit isomorphe a M (S)a A' en tant que A'-module avec ac- 
tion de G. Le A-module M serait necessairement libre de rang 1 par descente si bien que m' 
serait engendre, comme A'-module, par m"^, done par tt, ce qui fournit une contradiction. 
On voit en particulier que la categorie des modules quasi-coherents sur le quotient X'/G 
n'est pas equivalente a la categorie des Ox'-modules quasi-coherents G-equivariants. 
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Exercice 3.2.8 (epimorphismes effectifs) Soit f : X Y un morphisme de sche- 
mas. On dit que f est un epimorphisme effectif s'il est egal au conoyau du couple de 
projections X Xy X X . On a vu en \3.2.3\ que si f est une famille couvrante fpqc 
c'est un epimorphisme effectif. 

1. Montrer que si f a une section s alors f est un epimorphisme effectif. [Indication : On 
verifiera simplement la propriete universelle du conoyau. On pourra utiliser le morphisme 
de X vers X Xy X qui vaut I'identite sur le premier facteur et sf sur le second.] 

2. Montrer qu'un morphisme couvran^pour la topologie fpqc est un epimorphisme effec- 
tif 

3.3 Groupoides et relations d'equivalence 

Definition 3.3.1 Soient S un schema et X un foncteur contravariant de (Sch/S) vers 
la categoric des ensembles. Une relation d'equivalence sur X est un sous-foncteur R de 
X Xs X tel que pour tout S -schema U , R{U) soit le graphe d'une relation d'equivalence 
surX(U). 

Remarquons qu'il revient au meme de se donner rinclusion de R dans X xg X, ou de 
se donner le couple de fleches pi,p2 ■ R =S X obtenues en composant I'inclusion avec les 

projections canoniques. Nous dirons done parfois (par un leger abus de langage clairement 
innofensif) qu'une relation d'equivalence est la donnee d'un foncteur R et d'un couple de 
S'-morphismes pi,p2 ■ R^^X tcls que le morphisme {pi,P2) ■ R X Xs X soit un 
monomorphisme et que pour tout S'-schema U , I'image de {pi,P2)iU) soit le graphe d'une 
relation d'equivalence sur X{U). 

Remarque 3.3.2 Si pi,p2 : R X est une relation d'equivalence, on voit facilement 

qu'il existe un automorphisme a de R tel que = id et picr = P2 (on envoie un couple 
(x, y) e X{T) xX{T) sur (y, x)). De meme, la diagonale de X S induit un morphisme 
£ : X — s- R qui est une section de pi et de p2 ■ 

Definition 3.3.3 (changement de base) Soit pi,p2 ■ i? =5: X une relation d'equiva- 
lence sur un foncteur X et soit u : X — Q un morphisme compatible avec {pi,p2), i.e. 
upi = up2. Soit ip : Q' — Q un morphisme. Notons R' — RxqQ' , X' — X XqQ' 
et Pi,P2 les morphismes obtenus a partir de Pi,P2 po-i" changement de base ip. Alors 
p'i,P2 ■ R' X' est une relation d'equivalence sur X' . On dit que la relation d'equiva- 
lence R' est obtenue a partir de R par le changement de base (p. 

En pratique, dans les cas qui nous interessent, X et R sont au moins des espaces 
algebriques, voire des schemas. Dans ce cas, on appelle souvent quotient categorique de X 
par R le conoyau de {pi,p2) dans la categoric des schemas (s'il existe). On fera attention 
de ne pas confondre avec le faisceau quotient de X par R dont nous parlerons au prochain 
paragraphe (chacun de ces deux objets est parfois appele simplement « quotient »...). II 
se trouve que, dans plusieurs cas utiles, ces deux objets coincident (voir les theoremes de 
representabilite a partir de 13. 5p . Dans la suite nous essaierons de preciser a chaque fois a 
quel objet nous faisons reference. 

Exemple 3.3.4 Soit G un S'-schema en groupes agissant sur X (disons a gauche). On dit 
que Taction est libre si pour tout U , le groupe G{U) agit librement sur X{U). De manicre 

9. Voir definition en ll.ij.ll 
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equivalente, une action est libre si et seulement si le morphisme induit 



GxsX ^ XxsX 

{9,x) I ^ {x,gx) 

est un monomorphisme. II est immediat que ce monomorphisme est alors une relation 
d'equivalence sur X. 



Si Taction n'est pas libre, le morphisme ci-dessus n'est pas un monomorphisme. Dans 
ce cas la notion ad hoc pour tenir compte des groupes d'inertie est celle de S'-groupoi'de. 
Comme le montre la remaraue 13.3.71 cette notion n'apporte rien pour etudier une action 
libre. Nous n'en aurons done pas besoin car nous nous limiterons dans ce qui suit aux 
actions libres (a I'exception de quelques remarques dans le paragraphe l3.10l) . Nous donnons 
tout de meme la definition ci-dessous a titre culturel. Rappelons qu'une categoric C est 
un groupoi'de si tons ses morphismes sont des isomorphismes. 

Definition 3.3.5 Soit S un schema. Un S-groupoide X* est la donnee de deux fonc- 
teurs contravariants Xq et Xi munis de S -morphismes source s : Xi — Xq, but b : 
Xi — 5~ Xq, neutre e : Xq — Xi, composition m : Xi Xg Xo,b Xi — s- Xi et inverse 
i : Xi — 5~ Xi de telle sorte que pour tout S -schema U , X*(T) soit un groupoi'de dont V en- 
semble des fleches est Xi{T), I'ensemble des objets est Xq{T), et les applications source, 
but, composition, inverse, identite sont donnees par s{T),b{T),m{T),i{T),e{T). 

Notons X2 le produit fibre Xi Xg^Xo.b Xi et po,P2 les projections sur le premier et le 
second facteur. On a alors un diagramme : 



X2 — Xi i Xq . 

Po b 



En fait il revient au meme (par un leger abus de langage) de se donner un groupoi'de X^, 
ou de se donner un diagramme comme ci-dessus, en exigeant que les trois carres 




X2 

Po 

Xi 



■Xi 

b 



■X, 







X2' 

P2 

Xi 



■Xi 



x„ 



soient cartesiens, qu'un diagramme evident traduisant I'associativite de la composition m 
soit commutatif, et qu'il existe une fleche e : Xq — Xi qui est a la fois une section de s 
et une section de b (voir SGA 3 [T V 1 pour plus de details). 

Exemple 3.3.6 Soient X un ^-schema et G un 5'-groupe agissant sur X (a gauche pour 
fixer les idees). On note : G Xs X —5^ X Taction de G. On appelle groupoi'de associe a 
faction de G sur X le groupoi'de 



P''23 prj 

G xsG x^ X =^ G xgX rX. 



Oil la composition m est le morphisme /i x idx (pr2 et pr23 designant les projections 
evidentes) . 
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Remarque 3.3.7 Soit X* un groupoi'de. Si 6 x s : Xi Xq x Xq est un monomor- 
phisme, alors le couple de fleches (6, s) est une relation d' equivalence. Reciproquement, 
si on part d'une relation d'equivalence b,s : Xi Xq , on pose X2 :— Xi X},^Xo,s Xi. II 
existe alors une unique fleche m : X2 Xi faisant de X* un groupoi'de. (Exercice : le 
demontrer, et decrire m. La reponse se trouve dans SGA 3 V §2 b)). II revient done an 
meme de se donner une relation d'equivalence ou un groupoi'de dans lequel b x s est un 
monomorphisme . 

Nous definissons ci-dessous Timage reciproque d'une relation d'equivalence R X 
par un morphismc X' X, puis nous en etudions quelques proprietes dans les exercices 
qui suivent. Cette notion servira essentiellement dans la preuve du lemme [X5.5l et le lecteur 
peut eventuellement omettre la fin de ce paragraphe en premiere lecture. 

Definition 3.3.8 Si {pi,P2) '■ R — X Xs X est une relation d'equivalence et si f : 
X' — X est un S-morphisme, on definit une relation d'equivalence R' sur X' en choi- 
sissant R' egal au produit fibre suivant. 



R' ^R 



ip'i^p'2) 



{Pl;P2) 



X' xsX' ^^X xsX 
On dit que R' est I'iniage reciproque de R par le morphismc f. 

Remarque 3.3.9 On prendra garde de ne pas confondre cette notion d'image reciproque 
avec la notion de changement de base (d'ailleurs plus utile) de l3.3.3l En particulier, avec 
les notations ci-dessus, si les diagrammes 




sont toujours commutatifs, il ne sont en general pas cartesiens. 

Exercice 3.3.10 Soient X un prefaisceau sur {Sch/S)° et R un sous-foncteur de X XsX 
qui definit une relation d'equivalence pi,p2 '■ R X . Montrer que la relation d'equiva- 
lence R' — 5~ R Xs R, image reciproque de R par le morphismc pi, co'incide, comme 
sous-foncteur de R x g R, avec I'image reciproque de R par p2. [Indication : Les deux sont 
egales au sous-foncteur de RxsR des couples {{xi,X2), (2:3, X4)) tels que les Xi soient tous 
equivalents modulo R.] 

Exercice 3.3.11 Soit pi,p2 '■ R^^X une relation d'equivalence 011 X et i? sont des 
schemas. Soit / : X' X un morphismc couvrant ( cf. I1.3.l|) pour la topologie fpqc. On 
note p'i,p'2 : R' =E X' la relation d'equivalence sur X' image reciproque de R par /. 

1. Soit TT : X Q un conoyau de (pi,p2) dans (Sch/S). Montrer que tt/ est un conoyau 
de {p[,P2). [Indication : En notant X" = X' Xx X' et qi,q2 ses projections sur X' , 
construire A de X" vers i?' tel que p'^A — qi, puis jouer avec les proprietes universelles.] 

2. Reciproquement, soit tt' : X' — Q un conoyau de (pi,P2)- Montrer qu'il existe un 
unique morphisme tt de X vers Q tel que tt' = tto/, puis que tt est un conoyau de {pi,p2)- 
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Exercice 3.3.12 Rcprcnons les notations de l3.3.3l et notons f : X' X le morphisme 
induit par ip. 

1. Si (/3 est un monomorphisme, montrer que la relation d'equivalence R' sur X' obtenue 
par le changement de base coincide avee I'image reciproque p.3.8p de R par /. 

2. Donner un contre-exemple dans le cas general. 

3.4 Faisceau quotient 

Definition 3.4.1 Soient S un schema et soit pi,p2 ■ R X une relation d'equivalence 
oil R et X sont des schemas (voire des espaces algehriques) . Soit (Top) une topologie sur 
{Sch/S)°. On appelle faisceau quotient (Top) de X par R le faisceau (Top) associe au 
prefaisceau qui a U associe Vensemhle quotient X{U)/R{U). En general on choisira la 
topologie fppf, et lorsque Von parlera du faisceau quotient, il s'agira du faisceau quotient 
fppf. 

Remarque 3.4.2 On verifie facilement avec la propriete universelle du faisceau associe 
a un prefaisceau que le faisceau quotient (Top) est en fait le conoyau du couple de fleches 
R =5: X dans la categorie des faisceaux (Top). En particulier, si R, X et X/R sont des 
schemas, alors X/R est le conoyau de R =^ X dans la categorie des schemas (done un 
quotient categorique au sens du paragraphe I3.2p . 

Remarque 3.4.3 Plus generalement, si X* est un groupoide, on pent lui associer un 
faisceau quotient. En effet, le sous-foncteur R de Xq X5 defini en prenant pour R{T) 
I'image du morphisme Xi{T) {Xq Xs Xo){T) est une relation d'equivalence sur Xq 
(mais en general R n'est pas representable). On definit alors un faisceau quotient comme 
ci-dessus. Ici aussi, on verifie que le faisceau quotient (Top) est le conoyau du couple de 
fieches Xi =>: Xq dans la categorie des faisceaux (Top). Pour un S'-schema en groupes G 
agissant sur un ^-schema X, le faisceau quotient est done le faisceau fppf associe au 
prefaisceau qui a U associe I'ensemble quotient X{U)/G{U). 

Lemme 3.4.4 Soit X Y un morphisme de faisceaux sur un site C. Les propositions 
suivantes sont equivalentes : 

(i) X — Y est « localement surjectif » (i.e. toute section de Y provient localement 
deX); 

(ii) X — 5~ Y est un epimorphisme dans la categorie S(C) des faisceaux sur C ; 

(Hi) X —5- Y est un epimorphisme effectif dans la categorie S{C), autrement dit c'est 
un conoyau du couple de fleches X Xy X X . 

Demonstration. L'equivalence entre (i) et (ii) est facile et laissee en exercice au lecteur. 
Par ailleurs il est evident que (iii) implique (ii) . Reciproquement supposons que X —5^ Y 
soit couvrant et montrons (iii). On note G le sous-prefaisceau de Y image de X . Comme 
X Y est localement surjectif, on voit que Y s'identifie au faisceau aG associe a G. 
On a done une suite de morphismes de prefaisceaux : 

X ^ G ^ aG — ^ Y. 

Par construction de G, pour tout 5-schema U le morphisme X{U) G{U) est surjec- 
tif, autrement dit c'est un conoyau (dans la categorie des ensembles) du couple de fleches 
X{U) Xq(jj-^ X{U) =5: X{U) . Ceci montre que X G est un conoyau, dans la catego- 
ric des prefaisceaux, du couple de fleches X Xq X =>: X . Par ailleurs, comme G Y 
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est un monomorphisme, le produit fibre XxqX s'identifie a XxyX, si bien que X G 
est le conoyau, dans la categorie des prefaisceaux, du couple de fleches X Xy X =S X . 
Le faisceau associe a G est done le conoyau de ce meme couple de fleches dans la categorie 
des faisceaux (consequence immediate des proprietes universelles) , cqfd. □ 

, pi 

Proposition 3.4.5 Soient S un schema et R =^ X une relation d'equivalence avec R, X 

P2 

des faisceaux (Top) sur {Sch/S), ou (Top) est I'une des topologies fpqc, fppf; etale on 
Zariski. On note Q le faisceau quotient (Top) de X par R (on suppose son existence dans 
le cas fpqcj et n : X —a- Q la projection canonique. 

(i) Le morphisme n est un epimorphisme dans la categorie des faisceaux (Top). 

(a) Le carre 



pi 




est cartesien, autrement dit le morphisme naturel (pi,p2) • R ^ X est un 
isomorphisme. 

(Hi) Si Q' — 5~ Q est un morphisme de faisceaux (Top), alors n' : X Xq Q' — Q' 

p'l 

est le faisceau quotient (Top) de la relation d'equivalence Rxq Q' X Xq Q' . 

P2 

Autrement dit, la formation du faisceau quotient commute au changement de base. 



Demonstration. Le point (i) est clair, car un conoyau est toujours un epimorphisme. Le 
carre de (ii) induit un morphisme R X Xq X. C'est un monomorphisme puisque le 
compose R X XqX X Xs X en est un. Maintenant, soit U un S'-schema et soit 
{xi,X2) G {X XqX){U). Alors les elements xi,X2 de X{U) ont la meme image dans Q{U). 
II existe done une famille couvrante U' — ^ U telle que xi\^, et X2\^, aient la meme image 
dans le prefaisceau quotient X/R (car Q est le faisceau associe a ce prefaisceau) . On en 
deduit que (a;i|^, ,a;2|^, ) S R{U') puis, comme R est un faisceau, que (xi,X2) G R{U), ce 
qui acheve de prouver (ii). Le point (iii) est facile et laisse en exercice au lecteur. □ 



pi 

Proposition 3.4.6 Soit R^^X une relation d'equivalence avec R, X des schemas sur 

P2 

une base S fixee. Les proprietes suivantes sont equivalentes : 

(i) il existe un schema qui represente le faisceau quotient X/R au sens fpqc (resp. 
fppf, resp. etale); 

(ii) la relation d'equivalence admet un conoyau tt : X —9- Q dans la categorie des 
schemas, le morphisme naturel {pi,P2) ■ R — ^ X XqX est un isomorphisme, et le 
morphisme tt est couvran^^ your la topologie fpqc (resp. fppf, resp. etale). 

S'il en est ainsi, Q represente le faisceau X/R. 

Remarque 3.4.7 L'enonce est encore valable, avec la meme preuve, en remplagant par- 
tout le mot « schema » par « espace algebrique » (c/. plus bas pour la definition). 

10. On rappelle qu'un morphisme de schemas X — a- Y est dit couvrant pour une topologie (sous- 
canonique) s'il existe des morphismes Ui — X tels que les composes Ui — Y forment une famille 
couvrante de Y pour la topologie consideree. Cela revient a dire que c'est un epimorphisme dans la 
categorie des faisceaux pour cette topologie. 
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Demonstration. Le fait que (i) implique (ii) resulte de ce qui precede. Reciproquement, 
supposons (ii). Comme tt : X Q est couvrant, le lemme [3.4.41 montre que c'est un 
conoyau de R — X Y-q X =5; X dans la categorie des faisceaux. Le schema Q represente 
done le faisceau quotient X/R. □ 

COMPARAISON ETALE VERSUS fppf 

Dans le cas d'une relation d'equivalence donnee par Taction d'un groupe lisse et de 
presentation finie, en admettant les resultats (difBciles) d'Artin de representabilite par 
des espaces algebriques (voir plus bas), on deduit de la proposition 13.4.61 un theoreme de 
comparaison du faisceau quotient etale et du faisceau quotient fppj. 

Theoreme 3.4.8 Soient S un schema, et G un S-schema en groupes qui agit (disons a 
droite) lihrement sur un S-schema X quasi-separe. On suppose que le morphisme struc- 
tural G S est lisse et de presentation finie. Alors le faisceau quotient etale X/G est 
representable par un espace algebrique. En particulier il coincide avec le faisceau quotient 
au sens fppf. 

Demonstration. D'apres [3.6.61 on salt que le faisceau quotient {fppf) est representable 
par un espace algebrique Q. Notons tt : X Q le morphisme de passage au quotient, 
/i : X XsG X Taction de G sur X et prj^ : X XsG X la projection sur le premier 
facteur. D'apres [3.4.61 le carre 

X XsG-^^-^X 

pri TT 

est cartesien et tt est couvrant pour la topologie fppf. Or prj^ est lisse et surjcctif. Par 
descente fidelement plate, on en deduit que tt est lui-meme lisse et surjcctif, done couvrant 
pour la topologie etale par 11.1.121 La proposition 13.4.61 montre alors que le quotient au 
sens etale est deja un espace algebrique. □ 

Exercice 3.4.9 Soit G un schema en groupes agissant librement sur un schema X au- 
dessus d'une base S fixee. On suppose que le faisceau quotient X/G (au sens fppf) est 
representable par un S'-schema Q et on note tt : X Q le morphisme quotient. Montrer 
les assertions suivantes. 

(1) Soit S' S un morphisme de schemas. Posons G' — G x s S' et X' = X x s S' . 
Alors X' /G' est representable par Q Xs S'. 

(2) Si X est reduit, alors Q aussi. 

(3) Le monomorphisme {(^,^2) ■ G Xs X —5^ X Xs X est une immersion. 

(4) Pour que Q soit separe sur S, il faut et il suffit que (/Xjprj) soit une immersion 
fermee. 

(5) Le morphisme pr2 : G Xs X — s- X est plat et localement de presentation finie si 
et seulement si tt Test. Sous ces conditions (c'est notamment le cas si G lui-meme est 
plat et localement de presentation finie sur S"), si X est localement de type fini (resp. 
de type fini, resp. plat, resp. lisse, resp. etale, resp. net, resp. localement quasi-fini, 
resp. quasi-fini) sur S, il en est de meme de Q. 

Exercice 3.4.10 (cf. SGA 3 UJ VI B §9) Soit u : G ^ H un monomorphisme de 
S-schemas en groupes. On fait agir G sur H (librement) par translations a droite. On 
suppose que le faisceau quotient H/G (au sens fppf) est representable par un ^-schema 
Q et on note n : H — Q le morphisme quotient. Montrer les assertions suivantes. 
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(1) On note e : S H la section unite de H et sq : S Q son compose avec tt. 
On appelle eg la « section unite » de Q. Montrer que le diagramnie 




est cartesien. En particulier, u est une immersion (car eg en est une, puisque c'est 
une section de Q). 

(2) H agit a gauche sur Q, et le morphisme tt est compatible avec cette action et avec 
Paction de H sur lui-meme par translations a gauche. 

(3) Si G est invariant dans H, il existe sur Q une unique structure de S'-groupe qui 
fait de tt un morphisme de S'-groupes. 

(4) Pour que Q soit separe sur S, il faut et il suffit que u soit une immersion fermee, 
ou encore que eg soit une immersion fermee. 

Nous terminons cette section par I'enonce d'un theoreme qui permet de se debarrasser 
des nilpotents de la base dans les questions de representabilite du faisceau quotient. 

Theoreme 3.4.11 ([8j III §2, no 7, thm 7.1) 

Soit S un schema de base et soit pi,p2 ■ R ^£ X une relation d' equivalence ou R et X 
sont des schemas et oil les pi sont fidelement plats et de presentation finie. Soit Sq un 
sous-schema ferme de S defini par un ideal nilpotent. On note Xq = X Xs Sq et Rq la 
relation induite par R sur Xq. Si le faisceau quotient Xq/Rq est representable par un 
schema, alors X/R Vest aussi. 



3.5 Passage au quotient par une relation d'equivalence 

Nous donnons dans ce paragraphe les principaux resultats de SGA 3 Jj V, avec des 
esquisses de preuves. Nous renvoyons a loc. cit. pour des preuves completes. Nous avons 
prefere nous limiter aux relations d'equivalence, cas dans lequel les resultats sont plus forts 
(representabilite du faisceau quotient, centre la seule existence d'un quotient categorique 
autrement) et les preuves un peu plus simples. Les resultats presentes ici ont tous des 
analogues dans le cas des groupoides, que nous evoquerons dans la section IXTUl 

Theoreme 3.5.1 (cas fini et localement libre) Soit {pi,P2) ■ i? =S X une relation 
d'equivalence, avec X,R des schemas. On suppose que 

a) pi est fini et localement libre (alors p2 Vest aussi); 

b) pour tout X di X , piP2^{x) est contenu dans un ouvert affine de X . 
Alors : 

(i) II existe un morphisme it : X — ^ Q qui est un conoyau de (pi,p2) dans (Sch/S). 

De plus TT est un conoyau dans la categoric (Esp. Ann.) de tous les espaces anneles. 
(a) TT est fini et localement libre. 

(Hi) Le morphisme R — X Xq X de composantes pi et p2 est un isomorphisme. 

(iv) Q represente le faisceau quotient fppf de X par la relation d'equivalence {pi,p2). 

(v) Pour tout morphisme Q' — 5~ Q, Q' est le conoyau du couple de fleches {p'i,P2) 
deduit de {pi,p2) par le changement de base Q' — ^ Q . Autrement dit, « la formation 
du quotient commute au changement de base ». 
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Demonstration. On rappelle p.3.2p qu'il existe une involution a de R telle que pia — p2 
(done p2(T = pi). En particulier, on voit que pi est fini et localement libre si et seulement 
si p2 Test. Par ailleurs, I'ensemble piP2^{x) est aussi piaa~^p2^{x) — p2Pi^ix), done les 
hypotheses sont en realite symetriques enpi et p2- H sufHt de montrer (i), (ii) et (iii). Les 
assertions (iv) et (v) en sont des consequences par 13.4.61 et 13.4.51 

• Cas oil X est ajjine et pi localement libre de rang constant n. 

R est alors afhne aussi puisque pi est fini. On note X — Spec A et Si : A 0{R) 
le morphisme d'anneaux correspondant a pi. On note B le sous-anneau de A forme des 
elements a € A tels que Si{a) = ^2(0). On note enfin Q — Speci? et tt : X Q le 
morphisme induit par I'inclusion de B dans A. Nous allons montrer que tt convient. En 
utilisant les proprietes d'une relation d'equivalence, on montre sans trop de diflicultes (voir 
SGA 3 pour les details) que pour a G A, le polynome caracteristique de Si{a) lorsqu'on 
considere 0{R) comme algebre sur A via S2 est a coefficients dans B et qu'il annule a. 
Ceci prouve d'une part que A est entier sur B, et d'autre part que pour a £ A, la norme 
Np2{Si{a)) est dans B. 

Assertion : si deux points x,y G X out meme image dans Q, alors il existe z G R 
tel que pi{z) ~ x et P2{z) = y- On raisonne par I'absurde. Dans le cas contraire, pour 
z £ P2^iy) on aurait pi{z) ^ x. Par ailleurs, on a aussi '!Tpi{z) = 'Kp2{z) = 7r(?/) = tt{x). 
Comme tt est entier, ceci implique qne pi{z) ^ {x} (par Cohen-Seidenberg, si xq G {a^i} et 
7r(xo) = Tf{xi) alors xq = xi). On a done montre que I'ensemble pip^^(2/) ne rencontre pas 
{x}. Comme X est affine et PiP2^{y) fini, il existe alors une fonction a G A qui s'annule 
en X mais pas aux points de PiP2^{y) (voir exercice 13.5.21 ci-dessous). Alors la fonction 
61(a) s'annule sur la fibre Pi^{x), mais en aucun point de P2^{y)- Notant Z{5i{a)) le 
lieu des zeros de cette fonction, on a p2{Z{5i{a))) = Z{Np^{6i{a))) (voir exercice l3. 5. 3p . 
Alors Np^{5i{a)) s'annule sur p2{pi^{x)), done en x, mais pas en y. Ceci est absurde car 
iVp2 {5i{a)) G B et X et y out la meme image dans Q. 

Considerons le morphisme R —5^ X Xq X de composantes pi et p2- H est immediat 
que c'est un morphisme fini (en composant avec prj^ par exemple, on obtient pi qui est 
fini). De plus c'est un monomorphisme puisque {pi,P2) est une relation d'equivalence. 
C'est done une immersion fermee. Par des arguments d'algebre un peu longs pour etre 
reproduits iei (voir SGA 3), on montre que c'est meme un isomorphisme, et au passage 
que TT est fini et localement libre de rang n (tout ceci est admis iei), done surjectif. 

Nous pouvons maintenant conelure. Vu I'assertion ei-dessus, on voit que I'ensemble 
sous-jacent a Q est le quotient de I'ensemble sous-jaeent a X par la relation d'equivalence 
definie par {pi,p2). De plus, comme tt est fini et localement libre, il est surjectif et ouvert, 
done submersif, si bien que la topologie de Q est la topologie quotient de eelle de X. 
Enfin, il est clair vu la definition de B que le faiseeau structural Oq de Q est forme des 
sections s de n^Ox telles que Si{s) = ^2(5). II en resulte que tt : X Q est le conoyau 
dans la categoric des espaces anneles (voir la construction de ee conoyau en 13. 2p . Mais 
comme de plus tt est un morphisme de schemas, c'est un conoyau dans la categoric des 
schemas par 13.2.51 

• Cas OIL pi est localement libre de rang constant n. 
On montre d'abord I'assertion suivante. 

Assertion : Tout point x E X possede un voisinage ouvert ajjine et sature. 
Par hypothese, il existe V ouvert affine eontenant la classe d'equivalence p2Pi^ix). On 
note V la reunion des classes d' equivalences incluses dans V. C'est un ouvert de X ear 
c'est le complementaire de p2Pi^iX \ V) qui est ferme puisque p2 est fini. De plus il est 
sature par construction et c'est le plus grand ouvert sature inelus dans V. Comme V est 
affine et comme I'ensemble p2Pi^{x) est fini et contenu dans V' , il existe une fonction 
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/ G r{V,Ov) qui s'annule sur V \V' mais pas aux points de p2Pi^{x). Autrement dit 
I'ouvert principal D{f) est inclus dans V' et contient p2Pi^{x). On note V" la reunion des 
classes d' equivalences incluses dans D{f). Comme precedemment c'est un ouvert sature 
de X. II est contenu dans £*(/) et contient p2Pi^{x). II sufSt de montrer qu'il est affine. 
On note Z{f) le lieu d'annulation de / dans V . Alors Pi^{Z{f)) est le lieu d'annulation 
de plif) dans f~^{V'). Done p2P^^{Z{f)) est le lieu d'annulation de Np^{p\{f)) dans V 
(exercice I3.5.3|) . Or son complementaire dans V est precisement V" (par construction). 
V" est done Tensemble des points de D{f) oh Np^{p\{f)) ne s'annule pas, ce qui prouve 
qu'il est affine et acheve la preuve de notre assertion. 

Montrons maintenant (i), (ii) et (iii). Soit tt : X — s- Q le conoyau de {pi,P2) dans la 
categoric des espaces anneles. Soit x ^ X ei soit Uq un voisinage ouvert affine et sature 
de X. On note Ui — Pi^{Uo) — p^"^(C/o). Alors {pi,P2) ■ Ui =S C/q est une relation 
d'equivalence dont V = tt{Uo) (qui est un ouvert de Q) est le conoyau dans (Esp. Ann.). 
D'apres le cas affine, V est un schema. Vu que de tels V recouvrent Q, on voit que tt est 
un morphisme de schemas, puis qu'il verifie les conclusions (i), (ii) et (iii), locales sur Q. 

• Cas general. 

Si X G X, on note rg^(pi) le rang de la fibre Pi^{x). Pour n e N, on note alors C/" 
I'ensemble des points de X tels que Tgx{pi) — n. Comme pi est fini et localement fibre, 
X est la somme disjointe des J7". Par ailleurs, en utilisant I'associativite de la relation 
d'equivalence, on montre que pj~^(C/") — P2^^(C^"), autrement dit, J7" est sature. On note 
= Pi^{U"). Le couple d'equivalence {pi,P2) ■ i? =E AT est alors la somme disjointe 
des couples d'equivalence (pi,p2) ■ =5: , ce qui nous ramene au cas precedent et 
termine la preuve. □ 

Exercice 3.5.2 (lemme d'evitement) Soit X un schema affine. Montrer que si F est 
un ferme de A et si a;i , . . . , a;„ sont des points de A\F, il existe une fonction / G r(A, Ox) 
qui s'annule sur F mais pas aux points Xi. 

Exercice 3.5.3 (norme) Soit / : X S un morphisme de schemas fini et localement 
libre de rang constant n. Soit b G r(A, Ox). Soit Si un ouvert affine de S au-dessus duquel 
/ est libre de rang n. La multiplication par b^^ -^^^^ est un endomorphisme 05(S'i)-lineaire 

de Ox{f~^{Si)). On note Si G Os{Si) son determinant. II est clair que les Si se recollent 
en une section de T{S, Os) que Ton appelle la norme de b relativement k f et que Ton 
note Nf{b). 

1) Montrer que la formation de Nf{b) commute au changement de base. 

2) Montrer que b G r(X, Ox)"" si et seulement si Nfib) G r(5, Os)^ . 

3) Montrer que si Z{b) designe le lieu des zeros de b dans A, alors f{Z{b)) est le lieu 
des zeros de Nf{b) dans S. 

Les autres resultats majeurs de cet expose V de SGA 3 sont I'existence du quotient 
dans le cas propre et plat (theoreme l3.5.6|) et I'existence du quotient generiquement dans 
le cas d'une relation d'equivalence seulement plate (theoreme l3.5.8p . lis se ramenent tons 
deux au cas fini et localement libre vu ci-dessus par des techniques de quasi-section. 

Definition 3.5.4 Soit {pi,p2) : R^^X une relation d'equivalence. Une quasi-section 
de {pi,P2) est un sous-schema U — X qui verifie les deux conditions suivantes. 

(1) La restriction v de P2 a Pi^{U) est un morphisme fini, localement libre et surjectif 
de Pi^{U) sur X . 

(2) Pour tout X dz U , I'ensemble piP2^{x) fl U (fini d'apres (1)) est contenu dans un 
ouvert affine de U . 
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Lemme 3.5.5 (passage au quotient en presence d'une quasi-section) 

Soil {pi,P2) ■ R^^X une relation d'equivalence qui possede une quasi-section. Alors : 
(i) II existe un morphisme tt : X Q qui est un conoyau de {pi,P2) dans (Sch/S). 

De plus n est un conoyau dans la categoric (Esp. Ann.) de tous les cspaces anneles. 
(i') TT est surjectif. Dc plus, si pi est ouvert (resp. universellement ferme, resp. plat) 

alors TT Vest aussi. 

(a) Supposons S localement noetherien et X localement de type fini (resp. de type fini) 
sur S. Alors tt : X — Q ct Q — S sont localement de presentation finie (resp. 
de presentation finie). 

(Hi) Le morphisme R — X 'Xq X de composantcs pi et p2 est un isomorphisme. 

Demonstration. Soit U une quasi-section. Notons V = p^^{U) <Z R et v : V X la 
restriction de p2 a V . Notons aussi Ru U et Ry =^ V les relations d'equivalence 

obtenues a partir de R par image reciproque p.3.8p via les morphismes V ^ X 

ou i est rinclusion de U dans X. II est clair sur la definition que Ru est Tintersection 
Pi^{U) r\p2^{U). En particulier on a un carre cartesien : 

Ru 

u ^X. 

On en deduit que p'2 est fini, localement libre et surjectif. La relation d'equivalence Rjj 
sur U satisfait done les hypotheses du theoreme 13.5. 1[ et elle admet un quotient catego- 
rique. De plus, le morphisme pi : V — ^ U a une section (car pi : R X en a une) 
done il est couvrant et I'exercice 13.3.111 montre que la relation d'equivalence Ry sur V a 
elle aussi un conoyau, qui de plus coincide avec celui de Ru- Mais Ry est obtenue par 

image reciproque a partir de R via ipi, qui est egal au compose V C R 5~ X . L'exer- 

cice I3.3.TU1 montre done que Ry s'obtient aussi par image reciproque via le morphisme 
V : V X. Or ce dernier est fini et localement libre, done couvrant, et rexercice l3.3.11l 
donne I'existence d'un quotient categorique tt : X — Q pour la relation R sur X. On a 
de plus un diagramme commutatif 



X 




Q 

ou TTu et TTy sont les conoyaux des relations d'equivalence Ru et Ry. Comme ttu est 
fini et localement libre par 13.5.11 on deduit sans difficultes de ce diagramme les asser- 
tions (i') et (ii). Pour montrer (iii), par descente fidelement plate il suffit de montrer 
que le morphisme naturel Ry — V xqV est un isomorphisme, puisqu'il se deduit de 
R — X Xq X par le changement de base fidelement plat et quasi-compact v x v. Or il 
se deduit aussi par changement de base de Ru U XqU, qui est un isomorphisme. 

II reste a demontrer que tt est un conoyau dans la categoric de tous les espaces anneles. 
On deduit aisement de ce qui precede que Q est bien V ensemble quotient de X par R, puis 
Vespace topologique quotient. En appliquant la propriete universelle du conoyau pour tt a la 
droite afhne Ga, on voit que r{Q, Oq) s'identifie a I'ensemble des fonctions a G r{X, Ox) 
telles que p*a = P2a. Ceci montre que le faisceau structural de Q a les bonnes sections 
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globales. Pour les sections au-dessus d'un ouvert quelconque Q' de Q, on applique ce qui 
precede a la relation d'equivalence R' sur X xq Q' induite par R via le changement de 
base Q' Q (il faut juste verifier que U induit une quasi-section pour cette relation 
d'equivalence). □ 

Theoreme 3.5.6 (cas propre et plat) Soient S un schema localement noetherien et 
{pi,P2) ■ R^^X une relation d'equivalence dans (Sch/S). On suppose que : 

a) pi est propre et plat (done p2 aussi) ; 

b) X est quasi-projectif sur S . 
Alors : 

(i) II existe un morphisme tt : X Q qui est un conoyau de {pi,p2) dans (Sch/S). 

De plus IT est un conoyau dans la categoric (Esp. Ann.) de tous les espaces anneles. 
(a) TT est propre, fidelement plat et de presentation finie. De plus Q S est de 

presentation finie. 

(Hi) Le morphisme R — X Xq X de composantes pi et p2 est un isomorphisme. 
(iv) On a les memes consequences (iv) et (v) au 'en W.5.1\ . 

Demonstration. Pour prouver (i), il suffit de montrer que tout point z Ae X possede un 
voisinage ouvert et sature Uz tel que le conoyau de la relation d'equivalence Rz induite 
au-dessus de Uz dans la categoric des espaces anneles soit un conoyau dans la categoric 
des schemas. Vu le lemme ci-dessus, il suffit de montrer que Ton pent choisir Uz de telle 
sorte que Rz ait une quasi-section. De plus, on pent supposer que z est ferme dans sa 
fibre au-dessus de 5, puisque dans chaque fibre les points fermes sont tres denses. Fixons 
done un tel 2, et construisons Uz. 

La question etant locale sur S, on pent le supposer affine. Le lemme [3.5.71 donne alors 
I'existence d'un ferme F de X tel que F npip^^(z) soit fini et non vide, et tel que le 
morphisme compose 

p~2:p^\Ff ^R-^X 

soit plat aux points de p^^(z). Notons Fr ~ p^^{F) et pi : Fr — F le morphisme induit 
par pi. Comme p2 est de type fini, d'apres SGA 1, IV 6.10 et EGA 3, 4.4.10, 1'ensemble des 
points oil il est plat et quasi-fini est un ouvert de Fji. Notons $ le ferme complementaire 
de cet ensemble dans Fr. C'est aussi un ferme de R. Comme p2 est propre, P2{'^) est 
ferme dans X. On pose Uz = P2{Fr) \ P2{^)- Uz est un ouvert de X car il est egal a 
P2{Fr \ <&) \ p2{^) et p2 est plat et de type fini, done ouvert, sur Fr \ $. 

Montrons que Uz contient z. Pour cela, comme on sait deja que p2 est plat aux points 
de P2^{z), il suffit de montrer qu'il est aussi quasi-fini en ces points, c'est-a-dire que la fibre 
P2~^{z) est finie. Pour cette question, on pent raisonner sur les fibres au-dessus de I'image 
s de z dans S, et supposer que S est le spectre d'un corps. Alors z est un point ferme de 
X. Comme I'ensemble Pi{p2~^{z)) est fini par construction de F, I'exercice 13.5.91 montre 
que X Xs X ne contient qu'un nombre fini de points dont la premiere (resp. seconde) 
projection est dans cet ensemble (resp. est egale a z). Vu que Fr s'injecte dans X Xs X, 
on en dcduit aussitot que p2~^{z) est fini. 

En utilisant I'associativite de la relation d'equivalence, on montre que Uz est sature, et 
qu'il existe un ouvert U de F tel que P2^^{Uz) — pi^^{U) (ceci est admis ici, voir SGA 3 
pour les details). Notons que Uz contient necessairement U puisqu'il est sature. II resulte 
alors de la construction de Uz que le sous-schema U est une quasi-section pour la relation 
d'equivalence induite par R au-dessus de Uz. Ceci acheve la preuve de (i). 

Les assertions (ii) et (iii) sont locales sur Q. On peut done supposer, vu ce qui precede, 
que la relation d'equivalence a une quasi-section. Le lemme 13.5.51 donne alors toutes les 
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conclusions sauf la separation de tt. Mais celle-ci resultc du fait que X est quasi-projectif, 
done separe. □ 

Lemme 3.5.7 Soient S un schema affine et noetherien et (pi,P2) : R X une relation 
d' equivalence dans (Sch/S). On suppose que pi est plat et de type fini (done p2 aussi) et 
que X est quasi-projectif sur S. Soit z un point de X qui est ferme dans sa fibre au-dessus 
de S. Alors il existe un ferme F de X tel que : 

a) Fr\piP2^{z) soit fini et non vide; 

b) le compose p'^^{F)'~—^R-^X soit plat aux points dep2^{z). 

Demonstration. On construit une suite decroissante de fermes qui verifient la pro- 
prictc b) et tels que Fi npip^^(z) soit non vide. On peut prendre -fo = X. Supposons 
Fn construit. Si Fn ^^p\P2^{z) est fini, alors Fn convient et on s'arrete. Sinon nous allons 
construire Fn+i- Comme X est noetherien le processus doit s'arreter done ceci achevera 
la preuve du lemme. Notons s & S I'image de z, et Xs, Rs les fibres au-dessus de s. On 
peut supposer que X est un sous-schema de Proj ^ oii .4 est I'algebre symetrique d'un 
r(S', C's)-module de type fini. L'ensemble p'^'^iz) np]^^(F„) est ferme dans Rs- Notons 
Ui, ■ ■ ■ ,yi les points generiques de ses composantes irreductibles. L'image Fn H piP2^{z) 
de cet ensemble est une partie constructible de X^, et infinie par hypothese, done elle 
contient une infinite de points fermes. On peut done y choisir un point x ferme dans la 
fibre Xs et distinct des points pi{yi), . . . ,pi{yi). Comme x est ferme dans X^^ son adhe- 
rence {x} dans Proj^ ne contient pas les pi(yi), done il existe f £ A homogene de degre 
d qui s'annule en x mais pas aux points pi{yi) (exercice analogue a l3.5.2p . On pose alors 
Fn+i — Fn n V+(/). C'est un ferme de X, strietement inclus dans Fn car il ne contient 
pas les pi{yi), et non vide ear il contient x. 

II reste a montrer que la restriction de p2 a p'^^{Fn+i) est plate aux points de p^^(z). 
Soit y un tel point. Notons Oz (resp. Oy, Oy) I'anneau local de z dans X (resp. de y dans 
Pi^{,Fn), de y dans Pi^{Fn) f^P2^{z) vu comme sous-schema ferme de Rg). On salt par 
hypothese que Oy est plat sur Oz- On peut decrire I'anneau local O'y de y dans P]^^(F„+i) 
comme suit. Soit g (z A homogene de degre 1 tel que D^{g) soit un voisinage de pi{y) dans 
Proj^. Au voisinage de pi{y), Fn+i a pour equation f/g"^ (dans Fn). Done an voisinage 
de y, Pi^{Fn+i) a pour equation (dans Pi^{Fn)) l'image ip de f/g"^ dans Oy. L'anneau 
local O'y est done Oy/ipOy. II resulte par ailleurs de la construction de / que (p ne divise 
pas dans Oy. On en deduit que O'y est plat sur Oz d'apres I'exercice lS.S.lOl □ 

Theoreme 3.5.8 (cas plat) Soient S un schema localement noetherien et {pi,P2) ■ 
R^^X une relation d'equivalence dans (Sch/S). On suppose que : 

a) p2 est plat et de type fini; 

b) X est de type fini sur S. 

II existe alors un ouvert W de X dense, sature et satisfaisant aux proprietes suivantes : 
(i) La relation d'equivalence (91,92) : Rw ^ induite par {pi,p2) sur W possede 

un conoyau tt : W — s- V dans (Sch/S). De plus tt est un conoyau dans la categoric 

(Esp. Ann.) de tous les espaces anneles. 
(a) TT est fidelement plat et de presentation finie, et V S est de presentation finie. 
(Hi) Le morphisme Rw W Xy W de composantes qi et 92 est un isomorphisme. 

Demonstration. D'apres le lemme 15.5.51 il suffit de montrer que I'on peut choisir W de 
telle sorte que la relation d'equivalence induite sur W ait une quasi-section. II suffit en 
fait de montrer que, pour z d X ferme dans sa fibre au-dessus de S, il existe un ouvert 
sature Wz qui possede une quasi-section et rencontre toutes les composantes irreductibles 
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de X passant par z (mais Wz ne contient pas necessairement z). En efFet on pent alors 
construire un ouvert W dense qui soit union disjointe de tels Wz- 

Pour construire Wz, on pent supposer S affine. Pour simplifier I'expose, supposons 
X quasi-projectif sur S (voir SGA 3 pour la variante permettant de s'affranchir de cette 
hypothese). On pent alors appliquer le lemme [3.5.71 qui nous donne un ferme F de X 

tel que npip^^(z) soit fini et non vide et que le compose p2 : Pi^{F)'^-^ R ^ X soit 

plat aux points de P2^{z). De mcnic au'en lSTS?^ il resulte de l3.5.9l aue la fibre p2~^{z) est 
finie. Notons Ur I'ouvert de p'^^{F) forme dcs points oii p2 est a la fois plat et quasi-fini. 
On note alors Wz le plus grand ouvert de P2{Ub) au-dessus duquel p2 est fini et plat. 
Get ouvert Wz ne contient pas necessairement z, mais il contient les points generiques 
des composantes irreductibles passant par z. En utilisant I'associativite de la relation 
d'equivalence et des arguments de descente fpqc, on montre alors que Wz est sature, puis 
que p2~^{Wz) est de la forme pi^^{U) oii U est un ouvert de F qui est une quasi-section 
pour la relation d'equivalence induitc par R au-dessus de Wz (voir SGA 3 pour les details). 
□ 

Exercice 3.5.9 Soient k un corps et X, Y deux k-schemas avec X de type fini. Soient x 
un point ferme de X et y un point de Y . Alors le produit fibre X XkY ne contient qu'un 
nombre fini de points dont les projections sont x et y. 

Exercice 3.5.10 (SGA 1, IV, 5.7) Soit A B un morphisme local d'anneaux lo- 
caux noetheriens, u : M' — M un morphisme de B -modules de type fini, avec M plat 
sur A, et u ®a k injectif (ou k est le corps residuel de A). Alors u est injectif et Gokerw 
est plat sur A. 

Exemple 3.5.11 Soient S un schema noetherien et X un S'-schema projectif, plat et a 
fibres geometriqucmcnt integres. Notons Picx/s 1^ foncteur de Picard de X. Grothendieck 
a montre dans EGA que Picx/s 6st representable par un schema qui est union disjointe 
de sous-schemas ouverts, dont chacun est reunion d'ouverts quasi-projectifs. L'existence 
de quotients par des relations d'equivalence propres et plates est un ingredient essentiel 
de la demonstration. Voici I'idee. Etant donne un polynome (j) e Q[A], on note Pic^y^ le 
sous-faisceau etale de Picx/s associe au prefaisceau dont les T-points sont les fibres en 
droites C sur Xt tels que pour tout t £ T et pour tout n, 

x{Xt,C^\n))^<P{n). 

On montre que Pic x/s est une union disjointe des Pic ainsi definis. Notons P,^ le sous- 
faisceau etale de Pic associe au prefaisceau dont les T-points sont les fibres en droites C 
sur Xt qui verifient la condition precedente, et tels que de plus le faisceau R^ fT*C{n) 
soit nul pour tout i > 1 et tout n > m. On montre alors que les sont des ouverts 
de Pic^yg, dont Pic^y^ est la reunion croissante. On montre enfin que est le quotient 
par une relation d'equivalence propre et lisse d'un ouvert convenable de Divx/s, et que cet 
ouvert est quasi-projectif (en plongeant Divx/s dans le schema de Hilbert de X sur S). 
Le theoreme 13.5.61 montre alors que P^ est representable. Nous renvoyons a I'expose de 
Kleiman dans [9 , theoreme 9.4.8, pour les details de la preuve et pour la quasi-projectivite 
de P„t 

3.6 Espaces algebriques 

Nous nous autorisons ici une petite digression que le lecteur desireux de rester dans 
le monde des schemas pent passer. La theorie des espaces algebriques est due a Michael 
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Artin et fut developpee avec Donald Knutson. Un espace algebrique est un faisceau etale 
qui, localement pour la topologie etale, est isomorphe a un schema (voir la definition 
precise ci-dessous). De plus, la plupart des concepts et des techniques disponibles pour les 
schemas se generalisent aux espaces algebriques (voir [H]), si bien que Ton pent travailler 
avec eux « presque comme si » Ton travaillait avec des schemas. La categorie des espaces 
algebriques contient celle des schemas quasi-separes, et le difficile theoreme l3.6.5l montre en 
particulier que cette categorie des espaces algebriques est un champ pour la topologie fppf. 
Ce resultat remarquable a notamment la consequence suivante. Soit U = {Ui — U} une 
famille couvrante fppf et soit {Xi) une famille de J7i-schemas quasi-separes. Alors toute 
donnee de descente sur cette famille est effective dans la categorie des espaces algebriques. 
Autrement dit, a defaut d'obtenir un schema en recollant les Xi le long de cette donnee de 
descente, on obtient toujours au moins un espace algebrique. Pour la question de I'existence 
du quotient d'un schema X sous Paction d'un groupe G, on retiendra le corollaire 13.6.61 : 
si Taction est libre et le groupe plat (avec des hypotheses de finitude raisonnables) , alors 
X/G est au moins un espace algebrique. 

Definition 3.6.1 Un espace algebrique (sous-entendu, quasi-separe) est un faisceau etale 

X : {Sch/Sf ^ (Ens) 

verifiant les proprietes : 

(i) Le morphisme diagonal A : X — X Xg X est schematique et quasi-compact. 

(ii) II existe un schema X' et un morphisme de faisceaux it : X' X (automati- 
quement schematique par (i)) qui est etale et surjectif. 

Exercice 3.6.2 Soient X un S'-schema et Y, Z deux X-schemas (ou plus generalement X, 
Y, Z des foncteurs de {Sch/S)° vers (Ens) avec des morphismes Y X ct Z X). 
Verifier que le carre 

Y xx Z ^Y xs Z 

X ^^X XsX 

est cartesien (ou A est le morphisme diagonal). En deduire qu'un morphisme tt comme 
en (ii) est automatiquement schematique sous la condition (i). 

De maniere equivalente, on pent definir un espace algebrique comme etant le quotient 
d'une relation d'equivalence etale. 

Proposition 3.6.3 

a) Si X est un espace algebrique et si n : X' X en est une presentation (i.e. 
X' est un schema et tt est etale et surjectif) alors X est le faisceau quotient de la 
relation d'equivalence 

R^X' Xx X' =^X' . 

P2 

On verifie facilement qu 'id les projections pi , p2 sont etales et le monomorphisme 
R — X' XsX' est quasi- compact, 
h) Soit 

pi 

R — rx' 

P2 
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une relation d' equivalence dans (Sch/S) avec pi,p2 etales et 5 : R — X' X5 X' 
quasi- compact. Alors le faisceau quotient X' / R est un espace algebrique et le mor- 
phisme canonique tt : X' —9- X' / R en est une presentation. 

Demonstration. Voir [T5| II 1.3. On remarquera que a) est facile. En revanche, la reci- 
proque b) necessite des arguments de descente et un peu de travail. □ 

Exercice 3.6.4 Soit G S un schema en groupes etale et de presentation finie qui 
agit libremcnt sur un 5-schema X quasi-separe. Montrer que la relation d'equivalence 
associee R = G x s X X Xg X verifie les conditions de la proposition precedente et 
en deduire que le faisceau quotient G\X est un espace algebrique. 

pi 

Theoreme 3.6.5 (Artin) Soit R^^X une relation d'equivalence dans (Sch/S) (ou 

plus generalement dans la categoric des espaces algebriques sur S ) avec pi et p2 plats et 
localement de presentation finie et 5 : R —5^ X Xs X quasi- compact. Alors le faisceau 
quotient XjR est un espace algebrique. 

Demonstration. [16] 10.4 □ 

Corollaire 3.6.6 Soit G S un espace algebrique en groupes plat et de presentation 
finie qui agit libremcnt sur un espace algebrique X quasi-separe. Alors le faisceau quotient 
X/G est un espace algebrique. 

Demonstration. C'est juste un cas particulier du theoreme precedent. □ 

Exercice 3.6.7 ([3], Example 03FN) Solent S = SpecM[a;] et U = SpecC[a;]. 

1) Montrer que U XsU est isoniorphe a J7iIJC/2 avec Ui = U, les projections sur U 
s'identifiant aux applications idjjid et id]J cr 011 ct est la conjugaison complexe. 

2) On note R = Ui]J{U2 \ {Oc/j}). Montrer que I'inclusion de R dans U xgU est une 
relation d'equivalence sur U et que le quotient X = U / R est un espace algebrique. 

3) En utilisant 13.4.51 montrer que le morphisme / : X S induit un isomorphisme 
/~^(S'\{05}) S'\{Os}, que la fibre /^^(Os) s'identifie kQu — SpecC, et que I'espace 
algebrique obtenu a partir de X par le changement de base U S (ou, ce qui revient 
au meme, SpecC SpecM) est la droite afline complexe avec origine dedoublee. 

4) Montrer que X n'est pas un schema (supposer le contraire, et regarder I'anneau local 
de I'unique point Ox au-dessus de Os). 

5) Montrer que X S n'est pas separe, mais qu'il est tout de meme localement separe 
et quasi-separe {i.e. sa diagonale est une immersion quasi-compacte). II est de plus etale. 

Le celebre exemple de Hironaka (voir [13]), dont nous avons deja parle en 12.3.21 d'une 
variete propre et lisse de dimension 3 sur C qui n'est pas projective, a ete utilise a maintes 
reprises pour construire des exemples de donnees de descente non effectives. On obtient 
ainsi un espace algebrique lisse de dimension 3 sur C qui n'est pas un schema (c/. par 
exemple [TS], [31 4.4.2] ou [IB])- Historiquement, c'est Nagata qui a donne dans [T^] le 
premier exemple de surface algebrique X propre et normale mais non projective (sur un 
corps assez gros) . La surface est munie d'une involution t qui echange deux points x et x' 
qui ne sont simultanement contenus dans aucun ouvert affine. Ceci empeche le faisceau 
quotient X/t d'etre un schema. C'est cependant un espace algebrique. 
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3.7 Quotients de groupes sur un corps (voire un anneau artinien) 

Dans toute cette section, k designera un corps. II convient de mentionner que la plupart 
des resultats ci-dessous sont encore valables si Ton remplace k par un anneau artinien, 
modulo quelques hypotheses de platitude sur les objets en jeu. Pour simplifier un peu, 
nous avons prefere nous contenter de resultats sur un corps. Compte tenu de 13.4.111 cette 
restriction n'est pas tres genante, et nous renvoyons a SGA 3 [1 pour les variantes sur un 
anneau artinien. 

Theoreme 3.7.1 ([T] SGA 3 VI^i 3.2) Soient F et G des k-schemas en groupes loca- 
lement de type fini et soit u : F — s- G un monomorphisme quasi- compact de k-groupes. 
Alors le faisceau quotient G/F (au sens ippi) est representahle par un k-schema. 

Remarque 3.7.2 On rappelle que par 13.4.61 et les exercices qui suivent, le quotient G/F 
dont ce theoreme donne I'existence jouit d'un certain nombre de proprietes agreables. 
Ainsi le morphisme tt : G G/F est fidelement plat et localement de presentation 
finie, le morphisme canonique F Xk G — G X(a/F) G est un isomorphisme, G/F est 
separe et m : G est une immersion fermee.l^ I Si G est lisse, alors G/F Test aussi. 

Enfin, si F est un sous-groupc invariant de G, il existe sur G/F unc unique structure de 
A;-groupe telle que tt soit un morphisme de groupes. 

Demonstration. Nous donnons seulement la preuve dans le cas oii F et G sont de type 
fini sur k. L'idee est de montrer que le theoreme est valable apres une extension finie de fc, 
puis de conclure par des arguments de descente. 

• Assertion 1 : Si G/F est representahle, alors toute partie finie de G/F est contenue 
dans un ouvert affine. 

Notons X — G/F et TT Isl projection de G sur X. Soit V un ouvert affine dense dans X 
(il en existe car X est de type fini sur k). Soient xi, . . . , a;„ des points de X . Supposons 
dans un premier temps qu'il existe pour tout i un point fc-rationnel gi G au-dessus 
de Xi, et que I'ouvert n"^^(jfi.(7r~^ de G (automatiquement dense car tt est ouvert) 
contienne un point /c-rationnel g. Alors pour tout i, g € gi.(TT~^(V))~^ done gi € g.TT~^{V) 
et Xi € g.V . Done I'ouvert affine g.V , image de V par la translation a gauche par g dans X, 
convient. 

Dans le cas general, on peut supposer les Xi fermes dans X. Pour tout i soit gi un 
point ferme au-dessus de Xi. Soit K une extension finie de k telle que tous les g'j € Gk 
au-dessus des gi soient X-rationnels (prendre par exemple pour K une extension normale 
de k qui contient les corps residuels des gi). Alors n^=^gj-.(7r^^ (Vr-))~^ est un ouvert 
dense de Gk, done contient un point ferme g. Quitte a agrandir K on peut supposer que 
g est if-rationnel. Le cas traite precedemment montre alors qu'il existe un ouvert affine 
V de Xk contenant les images x'j des g'j . Comme les x'l, . . . ,x'p sont tous les points de 
Xk au-dessus des Xi, il torment une reunion d'orbites pour la relation d'equivalence finie 
et localement fibre sur Xk definie par la projection Xk — ^ X. En raisonnant comme 
dans l3.5TT] (construction d'un voisinage ouvert affine et sature), on trouve un ouvert affine 
et sature W C V qui contient tous les x'y Son image W dans X contient tous les Xi, 
et c'est un ouvert affine car quotient de I'affine W par une relation d'equivalence finie et 
localement libre (voir le cas affine de l3.5.ip . 

• Assertion 2 : II existe une extension finie L de k telle que {G/F)l soit representahle. 
Ici {G/F)l designe le foncteur sur SpecL obtenu a partir de G/F par le changement de 

11. Les deux dernieres assertions demandent encore un peu de travail... 
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base Spec L Spec k. Si fc' est una extension finie de fc, on note U[k'\ la reunion des ou- 
verts W C Gfc', stables sous Taction a droite de Fk' , et tels que le faisceau quotient W/Fk' 
soit un schema. Si W est un tel ouvert, ses translates a gauche par les points de G(fc') 
verifient encore les memes proprietes, done U[k'\ est stable par multiplication a gauche 
par les /c'-points de Gk' ■ D'apres [3.5.81 on voit que U[k] est dense dans G et contient en 
particulier un point ferme. Quitte a remplacer k par une extension finie, on pent supposer 
que U[k\ contient un fc-point. Alors pour toute extension k' /k, U[k'] contient tons les 
fc'-points, et I'exercice 13.7.31 donne le resultat. 

• Conclusion (descente) 
Le morphisme : Spec L — Spec k est en particulier fidelement plat et de presentation 
finie. Alors d'apres 2. 151 le schema {G/F)l est muni d'une donnee de descente relative- 
ment a Lp. D'apres I'assertion 1, toute partie finie de {G/F)l est contenue dans un ouvert 
affine. Par SGA 1 3 VIII 7.6, la donnee de descente sur {G/F)l est alors effective (ici 
on pourrait aussi utiliser l3.5.1|) . ce qui par l2.2.1"51 entraine la representabilite de G/F. □ 

Exercice 3.7.3 Soit X un schema de type fini sur un corps k. Pour toute extension k' 
de fc, on suppose donne un ouvert U[k'] de Xk', avec les proprietes suivantes : 

(i) Si fc C fc' C fc", alors U[k"] contient U[k'] ®k' k" . 

(ii) U[k'] contient tons les points fc'-rationnels de Xk'. 

Montrer par recurrence sur la dimension du ferme X\U[k] qu'il existe une extension finie 
fc' de fc telle que U[k'] — Xk'- [Indication : Notons Z[k'] = Xk' \ U[k']. On choisit un point 
ferme Xi dans chaque composante irreductible de Z[k]. Soit K/k une extension finie et 
normale de fc qui contient les corps residuels de tons les Xi. Alors tout point Xj de Xk 
au-dessus d'un Xi est if-rationnel. En deduire que dimZ[_ftr] < dimZ[fc] ct conclure grace 
a I'hypothese de recurrence.] 

Nous signalons ci-dessous quelques consequences de ce theoreme. Nous renvoyons a 
SGA 3 [1] pour les preuves, pour d'autres enonces, ou le cas echeant pour des enonces 
analogues valables sur un anneau artinien. 

Exercice 3.7.4 ([Ij IV 5.2.7 et VI^ 5.3.1) Solent fc un corps, G un fc-groupe locale- 
ment de type fini et F un sous-groupe invariant ferme[3 de G. Alors les applications 
H \—^ H/F et H' \—^ H' y-(G/F) G definissent une correspondance bijective entre les 
fc-sous-groupes de G/F et les fc-sous-groupes de G contenant F. 

Exercice 3.7.5 ([Ij IV 5.2.9 et VI^ 5.3.2) Solent fc un corps, G un fc-groupe locale- 
ment de type fini et F C H C G des sous-groupes (fermes) de G avec F invariant dans 
H. Alors : 

(i) H/F opere librement a droite sur G/F ; 
(n) le quotient (G/F) /{H/F) existe; 

(iii) on a un isomorphisme canonique de fc-schemas (munis d'actions de G) : 

{G/F)/{H/F) ^ G/H. 

Proposition 3.7.6 ([Ij VI^ 5.4.1) Soient G,H des k-groupes localement de type fini 
et u : G H un morphisme quasi- compact. On note N — Keru. Alors on a la factori- 

12. Cette derniere hypothese est en realite superflue. En effet, si G est un schema en groupes sur un 
corps, ou plus generalement sur un anneau artinien, alors tout sous-groupe de G est ferme, cf. [T] Vlyi 0.5.2. 
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sation : 




H 



G/N 

ou TT est fidelement plat, localement de presentation finie, et i est une immersion fermee. 

Remarque 3.7.7 Get enonce se generalise aux fc-groupes quelconques (non necessaire- 
ment localement de type fini) de la maniere suivante. Soit u : G — H un morphisme 
quasi-compact de fc-groupes. On note N = Kerw. Alors le faisceau quotient fpqc G/N est 
representable par un fc-groupe, et u se factorise comme ci-dessus avec tt fidelement plat 
et i une immersion fermee. (c/. [20j V 3.3 a 3.4) En particulier, si u est schematiquement 
dominant, il est fidelement plat. 

Theoreme 3.7.8 ([Ij VIa 5.4.2, VI^ 5.4.3 et [21j 4.2.6) 

Les categories suivantes sont abeliennes : 

- la categorie des k-groupes commutatifs et quasi- compacts ; 

- la categorie des k-groupes commutatifs et de type fini; 

- la categorie des k-groupes commutatifs, de type fini et affines. 

Remarque 3.7.9 Pour conclure, mentionnons rapidement deux cas particuliers de quo- 
tients. Soit G un fc-groupe localement de type fini. II est montre en J] VI^i 5.5.1 que G/G^ 
est etale sur fc, et meme constant lorsque fc est algebriquement clos. Par ailleurs, si fc est 
parfait, alors G/Gred est le spectre d'une fc-algebre finie et locale, de corps residuel fc 
(n NIa 5.6.1). 

3.8 Quotient par le normalisateur d'un sous-groupe lisse 

Le theoreme ci-dessous donne un exeniple non trivial d'existence de schema quotient. 
La preuve donnee repose en partie sur I'existence d'un espace algehrique quotient (done 
sur les theoremes d'Artin), qui reniplace les techniques de Murre utilisees dans SGA 3. 

Definition 3.8.1 Soient S un schema et H G un monomorphisme de S-groupes. 
On definit le centralisateur de H dans G, note G = Centre (if), et le normalisateur de H 
dans G, note N = NormG'(iJ), comme etant les sous-foncteurs de G sur (Sch/S)° definis 
fonctoriellement par 

N{U) = {g e G{U) I Vy ^ [/, gH{V)g-^ = H{V)} 
G{U) = {g e G{U) \yV ^ U,yh£ H{V) , ghg-^ = h} 

Theoreme 3.8.2 (SGA 3, tome II, exp. XVI, cor. 2.4) 

Soient S un schema et G un S-schema en groupes de presentation finie sur S . Soit H un 
sous-groupe de G, c'est-a-dire un S-schema en groupes muni d'un morphisme de S-groupes 
H G qui est un monomorphisme. On suppose H lisse sur S et a fibres connexes (il 
est alors automatiquement de presentation finie sur S par SGA 3 VIB 5.3.3). On note 
N — Noithg^H) le normalisateur de H dans G. 

(i) Alors N est representable par un sous-schema en groupes ferme de G, de presen- 
tation finie sur S . (Voir aussi SGA 3 XI 6.11.) 

(ii) On suppose de plus N plat sur S . Alors G/N est representable par un S-schema, 
de presentation finie sur S, et quasi-projectif sur S. 
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Nous allons seulement donner la preuve de ce theoreme dans le cas particulier ou S 
et G sont afRnes et ou H est un sous-groupe ferme de G. Par des arguments standard 
de passage a la limite, on peut supposer S noetherien. On note S = Spec A, G — SpccS 
et H — Spec B/I. On peut aussi supposer S connexe. Alors H est de dimension relative 
constante sur S. Notons G^"^ (resp. H^^'^) le n'™'' voisinage infinitesimal de la section 
unite dans G (resp. dans H). Autrement dit, si J designe I'ideal de B correspondant a 
la section unite, on a G^") = SpecB/J"+i et = SpecB/(J"+i + /). Comme H 

est lisse, le module J"+^ + /) est libre sur A de rang fini (determine par n et par la 
dimension relative de H sur S). Notons encore Elx„ = GrasSi(B/J"+i) oil I est le rang 
sur A de i?/(J""'"^ +^)- L'action de G sur lui-meme par automorphismes interieurs induit 
une action naturelle de G sur X„. Par ailleurs le quotient B/ ( J""*"^ + J) de B/J"~^^ definit 
un S'-point (qui est une immersion fermee) de X„ 

On note Af(") = NormG(ij(")) le normalisateur dans G de On verifie alors que Ton 

a un carre cartesien 

Nin) ^ C 

ou le morphisme w(f„) : G Xn est I'orbite de Ceci prouve en particulier que TV^"^ 
est representable par un sous-schema ferme de G. Les A^(") ainsi construits forment une 
suite decroissante de sous-foncteurs de G : 

Ar(o) 3 7v(i) 3 nC^) d ... d iV. 

Soit R I'intersection des sous-foncteurs N'^^\ On a evidemment I'inclusion iV C -R. II se 
trouve que I'inclusion reciproque est vraie aussi0. De plus, la suite TV^") stationne puisque 
G est noetherien. II en resulte que N est egal a iV^") pour n assez grand. En particulier 
N est un sous-schema ferme de G, ce qui prouve le point (i). 

Supposons maintenant TV plat et montrons que le quotient G/N est representable. 
Commengons par remarquer que d'apres les resultats d'Artin p.6.6p G/N est un espace 
algebrique de presentation finie sur S. II reste done seulement a montrer qu'il est quasi- 
projectif. Fixons un entier n tel que N — N^"'\ Le morphisme d'orbite w(fn) induit alors 
un monomorphisme 

ip : G/N = G/A^(") ^ X„ . 



13. On rappelle que si £ est un module quasi-coherent sur un schema 5" et si n est un entier, la 
grassmannienne Grass„(£') est definie fonctoriellement de la maniere suivante. Pour tout S-schema T, 
Grassn (£')(T) est I'ensemble des O^-modules quotients de Sj- qui sont localement libres de rang n. Le 
foncteur Grass„(£) est toujours representable par un schema separe sur S. Si de plus £ est coherent, ce 
schema est projectif sur S (cf. EGA 1 [11] 9-7 et 9.8). 

14. En effet, soit g G R{S) et montrons que g g N{S). Comme le raisonnement qui suit vaut apres 
tout changement de base ceci prouvera que R G N. Notons Y le sous-schema en groupes ferme de H 
intersection de H et de gHg~^. II faut montrer que Y = H. Pour tout n, on salt par hypothese 
que g £ A'^(") done Y contient les voisinages infinitesimaux i/'"' de la section unite. Ceci implique 
que le morphisme Y — H est etale en tout point de la section unite de Y sur S. Notons Yet I'ouvert 
de Y forme des points oil Y — >- H est etale. C'est un sous-groupe ouvert de Y par ^1^ SGA 3 VIb 2.2. 
Le morphisme Y^i — >■ H est un monomorphisme etale, done une immersion ouverte. Maintenant, pour 
tout s G S, la fibre (Yet)s est un sous-groupe ouvert de Hs, mais il est aussi ferme (comme tout sous-groupe 
d'un schema en groupes sur un corps, ^ SGA 3 VIa 0.5.2). Comme Hs est par hypothese connexe on en 
deduit que I'immersion ouverte Y^i — H est surjective. A fortiori Y = H et le resultat est demontre. 
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Comme G/N et Xn sont de presentation finie sur S, (/3 est lui-meme de presentation 
finie. D'apres le theoreme principal de Zariski (generalise aux espaces algebriques, c/. par 
exemple |16] A. 2. 2), le morphisme ip est quasi-affine, ce qui acheve la preuve. □ 

Remarque 3.8.3 (representabilite des centralisateurs) Par le meme genre d'argu- 
ments, on pent montrer que, sous les memes hypotheses, le centralisateur Centre (/f) est 
lui aussi representable par un sous-schema en groupes ferme de G, de presentation finie 
sur S (voir pi XI 6.11). 

Le theoreme 13.8.21 s'appliquera en particulier au cas du quotient d'un schema en 
groupes reductif par un sous-groupe parabolique ou un sous-groupe de Levi[3 d'icelui. 
En effet, nous verrons dans les cours de Conrad, Gross et Yu le resultat suivant. 

Proposition 3.8.4 Soit G un S-schema en groupes reductif. Soit P un sous-groupe pa- 
rabolique de G. Alors P est identique d son propre normalisateur. 

On en deduit0 : 

Corollaire 3.8.5 (SGA 3 |JJ XXVI 1.2 et 3.13) Soient G un S-schema en groupes 
reductif et P un sous-groupe parabolique de G. 

(i) Alors P est un sous- schema ferme de G, et le quotient G/P est representable par 
un schema projectif et lisse sur S . 

(a) Si L est un sous-groupe de Levi de P, les quotients G/L et G/NormG(L) sont 
representables par des schemas affines et lisses sur S . 

Demonstration, (i) Vu que P est lisse sur S* et a fibres connexes, on pent appliquer 
le theoreme 13.8.21 et on voit que G/NormG(P) = G/P est un 5'-schema quasi-projectif 
et de presentation finie sur S. II est lisse par 13.4.91 Enfin le morphisme G/P S a 
une section, et ses fibres sont propres et geometriquement connexes, done il est propre 
par [TU] EGA IV3, 15.7.11. 

(ii) Par [1] XXII 5.10.2, le normalisateur NormG(i) est lisse sur 5, et le groupe quotient 
NormG(i)/i est fini etale sur S. II resulte de 13.8.21 et [?X^ que G/NormG(i) est un S- 
schema quasi-projectif lisse et de presentation finie sur S. De plus Norm^ (L)/L agit a 
droite sur G/L, et comme on vient de voir que le quotient est representable, on en deduit 
facilement que la projection G/L G/NormG'(L) est etale et finie (car NormG(L)/L 
Test). II reste a montrer que ces quotients sont affines. Par TO' EGA II 6.7.1 il suffit de le 
faire pour G/L. On pent ici appliquer directement un raisonncment de Colliot-Thelene et 
Sansuc (voir 7, 6.12]) reposant sur un resultat de Seshadri. Voici I'idee. La question est 
locale sur S pour la topologie etale done on pent supposer S affine et G deploye ([I] XXII, 
2.3]). Alors G provient d'un Z-groupe reductif deploye (pL, XXV, 1.1]). Utilisant [Ml I-l, 
proposition 3 p. 236 et lemme 1 p. 230], on en deduit I'existence d'une immersion fermee 
i : G GL„ 5 qui est un morphisme de groupes. L' action de G sur lui-meme par 

15. Rappelons quelques definitions. Soit G un schema en groupes affine, lisse et de presentation finie sur 
un schema S. Si S est le spectre d'un corps algebriquement clos, un sous-groupe de Borel de G est un sous- 
groupe algebrique lisse resoluble connexe, et maximal pour ces proprietes. Un sous-groupe parabolique est 
un sous-groupe qui contient un sous-groupe de Borel. Maintenant si S est une base quelconque, un sous- 
groupe de Borel est un sous-schema en groupes lisse et de presentation finie dont les fibres geometriques 
sont des sous-groupes de Borel des G— . De meme un sous-groupe parabolique est un sous-schema en 
groupes lisse et de presentation finie dont les fibres geometriques sont des sous-groupes paraboliques. 

16. La preuve de (ii) ci-dessous donnee dans SGA 3 XXVI 3 repose sur I'etude du schema des sous- 
groupes critiques de G. La preuve que nous esquissons est une alternative et s'appuie sur le theoreme 
ci-dessus mais aussi sur des travaux de Seshadri pour obtenir le complement affine. 
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translations a droite est alors linearisable (car il en est ainsi pour GL„ 5). En particulier 
Faction de L sur G est linearisable. On pose W = Spec {{p^,Og)^) on p : G S est le 
morphisme structural de G. D'apres theoreme 3 p. 268 et remarque 8 p. 269], W est 
un quotient categorique de G sous Taction de L. Comme le faisceau quotient G/L en est 
aussi un puisque c'est un schema, ils sont isomorphes et G/L est affine. □ 

3.9 Quotient d'un schema afRne par un groupe diagonalisable 
operant librement 

Soient S un schema et P un schema afBne sur S. On note P = Spec^ avec A une 
Os-algebre quasi-coherente. Soit G = Ds{M) un groupe diagonalisable. Alors se donner 
une action de G sur P revient a se donner une M-graduation de A, i. e. une decomposition 
de A en 



avec Ai-Aj C A+j pour tons i,j £ AI. En notant Os[M] I'algebre de G et X^, i G M, ses 
generateurs canoniques comme Os-module, Taction associee a une telle decomposition de 
A est donnee par le morphisme : 



L'enonce ci-dessous donne des conditions necessaires et suffisantes pour qu'un tel P 
muni d'unc action de G soit un G-torseur sur S. 

Proposition 3.9.1 ([Ij SGA 3 VIII 4.6) Avec les notations ci-dessus, P est un G- 
torseur (au sens fpqcj si et seulement si les conditions suivantes sont verifiees : 

a) Le morphisme Os Aq est un isomorphisme. 

b) Pour tout i e M, on a Ai-A-i — Aq. 

Theoreme 3.9.2 (SGA 3 pLj VIII 5.1) Soient S un schema, M un groupe commutatif 
ordinaire, G — Ds{M) le groupe diagonalisable associe, et P un schema affine sur S sur 
lequel G opere librement d droite. 

Alors le quotient X = P/G existe et P est un Gx -torseur sur X (ou Gx — G Xg X). 
De plus, P/G est affine sur S. Plus precisement, si P = Spec^l oii A est une Os-algebre 
quasi-coherente, alors P/G est isomorphe a SpecA'^ ou AP est I'algebre des invariants 
sous G. (Remarque : AP est aussi le composant Aq de degre de A avec les notations 
ci-dessus.) 

Enfin, si P est de type fini (resp. de presentation finie) sur S , il en est de meme de X . 

Demonstration. On note X = SpecAo. Le morphisme P X est alors G-invariant, 
done Taction de G sur P (par S'-morphismes) induit une action de Gx sur P (par X- 
morphismes). Comme Taction de depart est libre, on voit facilement que Taction de Gx 
sur P (au-dessus de X) est libre. D'apres 13.4.61 il suffit pour conclure de montrer que 
cette action fait de P un G^-torseur sur X. On pent ainsi supposer X — S. De plus, 
etre un torseur etant une propriete locale sur 5", on pent supposer S affine. On utilise la 
proposition 13.9. f I ci-dessus. La condition a) est evidente. Done pour conclure la premiere 
partie il suffit de montrer que pour tout i G M on a Ai.A^i ~ Aq. C'est le point-cle de la 
preuve, et Tobjet de Texercice ci-dessous. 



A = ^A, 



ieM 




A[M] 
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II reste a montrer la derniere assertion. Supposons done P de type fini sur S. Alors 
P est de type fini sur X. En particulier, apres un changement de base qui trivialise le 
torseur P sur X, on voit par 13.1.51 que M est de type finiF^. Le groupe Gx est done de 
presentation finie sur X. Comme P est un G;if-torseur sur X, on en deduit par descente 
que P lui-meme est de presentation finie sur X. On conclut par EGA IV [10] (11.3.16). □ 

Exercice 3.9.3 On garde les notations de la preuve. On montre ici que pour tout z G M 
on a Ai.A-i — Aq. Le cas M — Q etant trivial, on peut supposer M 0. 

1. Montrer qu'il existe i G Af \ {0} tel que Ai.A^i ^ 0. [Indication : Raisonner par 
I'absurde, et montrer que dans le cas contraire, la projection canonique tt : A Aq est 
un morphisme d'anneaux, ce qui definit un point tt G P{S) fixe sous G et contredit la 
liberie de Taction.] 

2. Montrer qu'il existe un sous-ensemble I C M \ {0} fini tel que 

iei 

[Indication : Dans le cas contraire, considerer un ideal maximal m de contenant I'ideal 
J — X]iGj\/\{o} ^i-^-i- note s G S' le point ferme correspondant a m. Montrer que la 
fibre Pg est stable sous G, et que Paction induite de G sur Pg est encore libre. Appliquer 
alors le point 1. et obtenir une contradiction.] 

3. On note N = {i Q M [ AiA-i = ^o}- Montrer que N est un sous-groupe de M . 

4. Montrer le resultat escompte lorsque Aq est un corps. [Indication : On raisonne par 
I'absurde. Si M ^ A^, alors M/N ^ 0. On regarde G' = Ds{M/N). C'est un sous-groupe 
ferme de G. II agit done librement sur P (via G). Appliquer le resultat de la question 2. 
a cette action et obtenir une contradiction.] 

5. Pour i G Af, montrer que i G A^ si et seulement si pour tout ideal maximal m de Aq, 
on a ^0 = Ti + AiA^i. 

6. Pour un point ferme s €z S, correspondant a un ideal maximal m de Aq, montrer que Ton 
a, Aq = m + AiA-i pour tout i G M . [Indication : Considerer comme dans la question 2. 
Taction induite de G sur la fibre et utiliser la question 4.] 

7. Conclure. 

Exemple 3.9.4 Le theoreme 13.9.21 montre que le groupe PGL„,s est affine sur S. En 
effet, par definition, ce groupe est le quotient de GL„^s (qui est affine) par Taction libre 
de Gin,s par homotheties. Plus precisement, si 5* = Spec A, alors PGLn^s est le spectre 
du sous-anneau de ^[ccii, . . . , x„„, A~^] forme des elements homogenes de degre 0. 

Exemple 3.9.5 Soil k un corps. On fait agir Gm k sur \ {0} par {x, y) (Ax, \y). 
Le quotient est representable et s'identifie a Pj,, qui n'est pas affine. On retrouve done 
grace au theoreme ci-dessus le fait que \ {0} n'est pas affine. On peut aussi utiliser le 
theoreme 13 . 9 . 2 1 pour verifier que le quotient est bien P^.. En effet, A| \ {0} est la reunion 
de deux ouverts affines stables D{x) et D{y). D'apres le theoreme, le quotient de D{x) 
par Taction donnee de Gm est representable par le sous-anneau de k[x,y,x~^] forme des 
elements invariants sous Gm, c'est-a-dire k[^]. De meme le quotient de D{y) s'identifie au 
spectre de fc[^], si bien que le quotient de A^ \ {0} s'obtient en recollant deux copies de 
la droite affine Spec/c[i] par t ^ t^^ . 

Remarque 3.9.6 Le cas particulier oii P est lui-meme un groupe diagonalisable et de 
type fini sur S dont G est un sous-groupe merite une digression. Dans ce cas, on peut 

17. On peut suppose X non vide, ce qui est evidemmcnt loisible. 
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ecrire P — Ds{N) ou N est un groupe abelien de type fini icf. \'6.1.b\ . Les sorites de SGA 3 
sur les groupes diagonalisables (voir [Tj VIII 1.5, 3.1 et 3.2) niontrent que le morphisme de 
S'-groupes G P provient d'un morphisme de groupes ordinaires u : N M, qui est 
meme surjectif, et que G est en fait automatiquement un sous-groupe ferme de P. Alors, 
en notant M' le noyau de u, le faisceau quotient P/G est representable par Ds{M'). 

Exemple 3.9.7 Le quotient de Gm par son sous-groupe fin est representable par un 
schema affine. On le savait deja : le quotient n'est autre que Gm lui-meme d'apres la suite 
exacte de Kummer. La suite exacte de Kummer correspond a la suite exacte de groupes 
abeliens 

^ Z — ^ Z ^ Z/nZ ^ 0. 

Remarque 3.9.8 Dire que pour tout i £ M, on a AiA^i = ylg, est en fait equivalent a 
dire que le (mono)morphisme P Xs G P Xg P est une immersion fermecLj. En parti- 
culier, si Ton salt a priori que ce morphisme est une immersion ferniee, le theoreme 13.9.21 
est plus ou moins trivial. Mais surtout, on a le 

Corollaire 3.9.9 

a) Sous les hypotheses de \3.9.^ le morphisme 

^ : P XsG ^ P XsP 

est une immersion fermee. 

b) Pour toute section a : S — s- P de P, le morphisme d'orbite G — P donne fonc- 
toriellement par g a.g, est une immersion fermee. (En particulier, dans un 
groupe affine, tout sous-groupe diagonalisable est automatiquement ferme.) 

c) Si M est de type fini, le quotient X = P/G est un « quotient geometrique universel » 
an sens de Mumford (ci. Il8j). 

Demonstration. Le point a) a deja ete demontre et b) en est une consequence immediate 
puisque le morphisme d'orbite se deduit du morphisme de a) par le changement de base 
P PxgP, p (cr, p). Le cas particulier donne entre parentheses s'obtient en appli- 
quant b) a la section ncutre du groupe affine considere. Montrons c). Avec la terminologie 
de loc. cit. on salt deja que X est un « quotient categorique universel » puisqu'il represente 
le faisceau quotient. Done d'apres la remarque (3) defTH] 0. §2, pour conclure il suffit de 
montrer que P — ^ X est universellement submersifo et que I'image du morphisme ^ de 
a) est exactement P Xx P- Or, il est evident que P X est universellement submer- 
sif puisqu'il est fidelement plat et de presentation finie (done surjectif et universellement 
ouvert). D'autre part, le morphisme ^' se factorise en 

PxsG^PxxGx ^ PxxP ^ PxsP 

oil la premiere fleche est un isomorphisme puisque P est un Gjf-torseur sur X, ce qui 
prouve c). D'ailleurs, on retrouve aussi a) puisque la seconde fleche de cette factorisation 
est une immersion fermee (car X est affine done separe sur S). □ 

18. En effet, c'est equivalent a I'egalite AiA = A pour tout i dans A/, cc qui cquivaut encore a la 
surjectivite du morphisme A yl — A[M],a(!^b I — "^aibX'. 

19. Un morphisme n : P — >■ X est dit submersif si pour tout sous-ensemble U G X, on a. U ouvert 
dans X si et seulement si it~^(U) est ouvert dans P. 
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3.10 Passage au quotient par des actions non libres 

Nous allons conclure avec quelques mots sur les actions non libres. Dans ce cas la 
situation est plus compliquee. II y a tout de meme quelques resultats positifs. Tout d'abord, 
les theoremes de SGA 3 donnes plus haut pour I'existence d'un conoyau admettent une 
version « groupoi'de », certes aux conclusions moins satisfaisantes. lis donnent seulement 
I'existence d'un quotient categorique. Par exemple on a 

Theoreme 3.10.1 (SGA 3, expose V) Soient S un schema localement noetherien et 
un S-groupoi'de fvoir \3.375\ your les notations) tel que : 

- les fleches s et b soient propres et plates ; 

- Xq soit quasi-projectif sur S ; 

- le morphisme {s,b) : Xi — Xq X5 Xq soit quasi-fini. 

Alors le couple de fleches (s, b) admet un conoyau tt : Xq Y dans la categoric des 
schemas. De plus, ce conoyau est un conoyau dans la categoric des espaces anneles. Le 
morphisme tt est surjectif, ouvert et propre, et les morphismes n et Y — S sont de 
presentation finie. Enfin, le morphisme {s,b) : Xi — 5~ Xq Xy Xq est surjectif. 

Ce theoreme ne donne pas la representabilite du faisceau quotient. De fait, des qu'il y 
a de I'inertie, le faisceau quotient a tendance a ne pas etre representable. 

Exemple 3.10.2 Considerons par exemple la droite affine X — Ag sur S — SpecZ, 
sur laquelle agit le groupe G = Z/2Z par x — x. Dans ce cas particulier, on pent 
aisement calculer le conoyau schematique dont le theoreme precedent donne I'existence. 
II s'agit du morphisme tt : A^. donne par x \—^ x^ . Soit XjG le faisceau quotient 

jppj- C'est le faisceau associe au prefaisceau P qui a un schema \J associe r([/, C'(7)/{±1}. 
Le morphisme tt se factorise en g o f on f : A;^ — P est le morphisme de passage au 
prefaisceau quotient et g est defini fonctoriellement par g{x) — x"^ . Supposons que X/G 
soit representable. C'est alors automatiquement un quotient dans la categorie des schemas 
(par propriete universelle) done il doit etre egal a tt. On en deduit que g verifie la propriete 
universelle du faisceau associe. Soit U le spectre de Z[e]/(e'^). Alors g{e) — 0, done il existe 
une famille couvrante fppj, que Ton pent supposer reduite a un element V — U avec V 
affine, telle que e\y soit nul dans r(y, C'y)/{±1}, done dans r(V,C'v). C'est impossible 
car V U est fidelement plat done T{U,Ou) s'injecte dans r(V,C'y), ce qui prouve 
que le faisceau quotient n'est pas representable. 

Exercice 3.10.3 Montrer que le quotient categorique tt : X Y de I'exemple prece- 
dent est aussi un quotient dans la categorie des espaces algebriques. En deduire que le 
faisceau quotient X/G n'est pas representable par un espace algebrique. 

Exercice 3.10.4 On fait toujours agir G = Z/2Z sur la droite affine A;^ comme ci-dessus, 
mais au-dessus de la base S — SpecF2. Montrer que Taction est triviale et que le conoyau 
donne par le theoreme l3.10.1l n'est autre que I'identite de A^. En deduire que la formation 
du quotient categorique ne commute pas au changement de base. 

Dans le cas particulier d'une action de groupe, I'enonce lS.lO.ll devient le suivant. Soient 
S un schema localement noetherien, X un S'-schema quasi-projectif et G un schema en 
groupes agissant sur X. On suppose que la projection p2 : G Xs X X est propre et 
plate, et que le morphisme (/i,P2) : G Xs X X Xs X est quasi-fini. Alors il existe un 
quotient categorique tt : X Q dans la categorie des schemas. Sous I'hypothese que X 
est fidelement plat et quasi-compact sur S (par exemple si S est le spectre d'un corps), on 
voit que le theoreme 13 . 1 . 1 1 ne s'applique que lorsque le groupe G est propre et plat sur S. 
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Si I'hypothese de platitude semble difficile a eviter[^, il est facheux de devoir supposer G 
propre. II y a bien stir dans SGA 3 un analogue de 13.5.81 oii Ton suppose seulement G 
plat et de type fini et oii I'on obtient I'existence d'un quotient categorique generiquement. 
Mais en pratique, on a souvent besoin de construire le quotient d'une variete sous Faction 
d'un groupe affine, et ceci globalement. Par exemple, lorsque Ton cherche a construire un 
espace de modules pour un certain type d'objets algebriques, disons certaines varietes, 
on procede souvent de la maniere suivante. On commence par construire un espace de 
modules pour nos varietes munies d'un plongement dans un espace projectif P„ fixe, puis 
on essaye de se debarrasser du plongement. II faut alors generalement quotienter par le 
groupe d'automorphismes de P„. 

Si Taction est libre, le theoreme de representabilite d'Artin vu plus haut donne une 
reponse tout a fait satisfaisante : le faisceau quotient X/G est un espace algebrique. Dans 
le cas general. Keel et Mori ont demontre le theoreme suivant. 

Theoreme 3.10.5 ([14j) Soit G un S-schema en groupes plat, separe et de presentation 
finie, qui agit sur un espace algebrique X quasi-separe et localement de presentation finie. 
On suppose que « les stabilisateurs sont finis », i.e. que le morphisme 

rH^x) — - X 

est fini, oil j est le morphisme de GxsX vers XxsX defini fonctoriellement par j (g , x) — 
{g.x,x). Alors il existe un S -espace algebrique Q et un morphisme tt : X —a- Q qui fait 
de Q un quotient categorique de X par G (dans la categoric dcs cspaccs algebriques). De 
plus : 

a) Pour tout point geometrique ^, tt induit un isomorphisme X{^)/G{^) ~ Q{0- 

b) Pour tout morphisme Q' — Q plat, Q' est un conoyau du couple de fleches 
R' ^ X' ou R' — (G Xs X) Xq Q' et X' — X Xq Q' . (Ceci implique en par- 
ticulier que le faisceau etale Oq est forme des fonctions G-invariantes sur X .) 

c) IT est surjectif et universellement ouvert. 

Enfin, si Von suppose de plus que V action est propre, i.e. que le morphisme j ci-dessus est 
propre, alors Q est un espace algebrique separe. 

Exemple 3.10.6 Dans le cas de I'exemple 13.10.21 le morphisme tt est aussi le quotient 
au sens de Keel et Mori (d'apres l'exercice l3.10.3p . 

Exemple 3.10.7 Mumford construit dans fTS^j chap. V] un espace de modules grossier Mg 
pour les courbes de genre g {g > 2) comme quotient geometrique d'un certain schema 
quasi-projectif par une action naturelle de PGL{n + 1). Voici une esquisse tres rapide de 
la construction, nous renvoyons au texte original pour plus de details. Un entier naturel 

Pix) 

V >?! etant fixe, Mumford dcfinit un sous-schema Hy du schema de Hilbert Hilb^ oii 

P(a;) = (22;;^ - l).(.g - 1) et n = P{1) - I. 

Heuristiquement H^, est le sous-schema des courbes avec plongement i^-canonique dans P„. 
Le groupe PGL{n + 1) agit naturellement sur Hi,. Mumford montre alors dans le §2 du 
chapitre V que, s'il existe un quotient geometrique de par PGL{n + l), c'est un espace 
de modules grossier pour les courbes de genre g, cf. prop. 5.4 (i.e. il est universel pour 
les morphismes vers un schema, et il a « les bons » points geometriques) . Puis il prouve 
(§3 et §4) I'existence d'un quotient geometrique a I'aide des techniques "GIT" developpees 
dans les chapitres precedents. Le theoreme de Keel et Mori ci-dessus permet d'obtenir 
directement I'existence d'un quotient geometrique en tant qu'espace algebrique. 

20. Si la dimension des fibres de G varie, le theoreme de semi-continuite pour la dimension des fibres 
montre qu'en general il ne peut exister de quotient geometrique. 
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Enfin, il convicnt dc signaler qu'il cxistc un autre objct quotient qui peut rendre de 
nombreux services. II s'agit du champ quotient. II a le merite d'exister bien plus souvent 
(en tant que champ algebrique) que les quotients mentionnes ci-dessus. Le quotient de 
Keel et Mori, lorsqu'il existe, est alors un espace de modules grossier pour ce champ 
algebrique. 

Definition 3.10.8 Soient S un schema, X un S -schema, et G un S -schema en groupes 
qui agit sur X a droite. On note [X/G] (resp. [X/G]pi) la categorie fibree en groupoi'des 
suivante sur (Sch/S). Pour tout U, [X/G]{U) est la categorie des couples {P, a) oil P est 
un Gu torseur etale (resp. fppf^ sur U et a : P X XgU est un U-morphisme qui est 
Gu-equivariant. 

Theoreme 3.10.9 Soient S un schema, X un schema quasi-separe et G un S-schema 
en groupes separe, plat et de presentation finie qui agit d droite sur X. Alors le S -champ 
[X/G]pi est un S-champ algebrique. 

Remarque 3.10.10 Si G est lisse alors [-^/G] et [X/G]pi coincident. 
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